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1. Introdução.

O acaso está quase sempre presente em nossas vidas. Um agricultor tem interesse em saber se irá chover nos próximos dias ou não. Um general gostaria de antecipar os próximos movimentos do inimigo. Se um indivíduo compra dez cartões de uma loteria  qual  a chance dele ganhar o primeiro prêmio? Ou pelo menos um prêmio de consolação? Nenhum dos interessados nos exemplos acima  poderia com absoluta certeza determinar o resultado dos fenômenos, mas, por exemplo, o agricultor poderia dizer: “provavelmente irá chover amanhã”, enquanto que o general: “pela minha experiência o inimigo tomará posições ao norte”. Contudo,  estas declarações não são suficientes e eles gostariam de descrever as situações científica e preferivelmente com números, de forma a serem capazes de escolher a melhor estratégia para enfrentar seus problemas. 

A necessidade de caracterizar quantitativamente as regularidades que podem estar presentes em certos tipos de eventos é que levou inúmeros matemáticos, desde o século 17,  a desenvolverem a Teoria das Probabilidades. Resumidamente, a Teoria das Probabilidades pode ser definida como um ramo da matemática que estuda os efeitos da chance e da aleatoriedade em fenômenos naturais. Ela atraiu os estudiosos do século 17 e nos últimos quatro séculos progrediu rapidamente através de sua clássica herança de simples métodos matemáticos e de análise combinatória,  para o seu atual estágio baseado na matemática avançada. Hoje,  ela não é somente um ramo da matemática, e sim uma  metodologia científica largamente aplicada em diversas ciências tais como: economia, biologia, medicina, engenharia, sociologia, administração de empresas, etc...

A origem do estudo de Probabilidades foi o extraordinário interesse pelos jogos de azar,  despertado nos franceses no século 17.   Nobres da sociedade da França, e inveterados jogadores, recorriam constantemente a Pascal (1623-1662) para orientá-los em sua atividade preferida: os jogos. O interesse de Pascal foi compartilhado por Fermat (1601-1665) e a correspondência  entre os dois matemáticos construiu a base  da Teoria das Probabilidades, embora tais trabalhos abordassem cada jogo separadamente,  não constituindo portanto uma teoria geral e unificada. Os resultados obtidos por Pascal e Fermat influenciaram o físico alemão Huyghens, que, embora tenha iniciado seus estudos com muitas dificuldades em problemas de jogos de azar, publicou em 1654,  o primeiro livro sobre a Teoria das Probabilidades. Neste livro foi introduzido o conceito de expectância matemática que é básico na Teoria Moderna de Probabilidade.  Em continuidade, Jacob Bernoulli (1654-1705) escreveu seu famoso livro “Art Conjectandi”, resultado de suas pesquisas ao longo de vinte anos. Esta obra é um marco na história da Teoria em questão, pois Bernoulli apresentou uma abordagem do assunto sob um posto de vista geral e claramente previu as grandes aplicações da Teoria. Importantes contribuições foram feitas por Abraham de Moivre (1667-1754) - cuja obra “The doctrine of chance” foi publicada em 1718 - e  Laplace (1749 - 1827). Foi contudo nos trabalhos dos matemáticos russos Chebyshev  (1821-1874) e Markov (1856-1922) que a teoria mais rapidamente se desenvolveu. Outros estudiosos da escola russa devem ser citados, tais como Bernstein, Khinchin e Kolmogorov. 

As seções 2 e 3 que seguem tem por finalidade introduzir os conceitos fundamentais da Teoria da Probabilidade. Os termos usados anteriormente,  como “eventos” e “aleatoriedade” são noções básicas da teoria das probabilidades e devem ser definidos precisamente,  em uma  rigorosa teoria baseada em axiomas. Para isto apresentaremos a seguir noções básicas da teoria dos conjuntos. 

2. Elementos da Teoria dos Conjuntos.

Um conjunto é uma coleção de objetos. Os membros de um conjunto são chamados de elementos do conjunto e são claramente definidos por uma regra de pertinência. Dizemos que um elemento pertence ao conjunto se suas características satisfazem a regra definida. Por exemplo, os dias da semana formam um conjunto,  bem como o conjunto de números inteiros pares. Todos os resultados possíveis de uma experiência formam também um conjunto.

Em geral, representaremos os conjuntos pelas letras maiúsculas iniciais do alfabeto e seus elementos pelas correspondentes letras minúsculas. Por exemplo, se A é o conjunto de dias da semana, escreveremos




A = {segunda , terça,  quarta, quinta, sexta, sábado, domingo} 

Se a é um elemento do conjunto A, escrevemos 
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 , e, em caso contrário 
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. Se A é o conjunto dos inteiros positivos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, então




A = {1,2,3,4,5,6,7,8}

Se no entanto,  A é o conjunto de todos os inteiros positivos, não podemos obviamente representar A inteiramente, desta forma. O mesmo acontece com o conjunto de números reais. Nestes casos devemos representar os conjuntos através de uma definição ou regra, como por exemplo:




I+ = {i/ i é um inteiro positivo}




R = {x/x é um número real}

Esta maneira de definir um conjunto é abrangente e serve para quaisquer conjuntos mesmo aqueles que tem um número finito de elementos e assim podemos escrever:

A = {d/d é um dia da semana}.

Um conjunto é uma coleção de objetos distintos. Isto significa que o mesmo elemento não pode aparecer no conjunto mais   do que uma vez.  Por exemplo, A = {1,2,2,3} não é um conjunto, mas A = {1,2,3} sim.

É muito importante definir o conjunto de todos os elementos envolvidos em um estudo, o conjunto que não contém nenhum elemento, conjuntos cujos elementos  podem ser contados ou não e também conjuntos de conjuntos. 

Definição 2.1
O conjunto universal S é o conjunto de todos os elementos envolvidos no estudo.

Definição 2.2

Dizemos que B é um subconjunto de A,  se todo elemento de B é também elemento de A. Simbolicamente  
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, onde se lê: B é um subconjunto de A ou B está contido em A. Se 
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 isto significa que 
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Exemplo 2.1

Se A = {a/a é um inteiro} e B = {b/b é um inteiro par} ( 
[image: image6.wmf]BA
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Definição 2.3

Dois conjuntos A e B são iguais (ou equivalentes) se e somente se,  todo elemento de A pertence a B e todo elemento de B pertence a A. Simbolicamente
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Definição 2.4

O conjunto B é um subconjunto próprio de A,  se B é  um subconjunto de A e pelo menos um elemento de A não está contido em B. Simbolicamente
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Definição 2.5

O conjunto que não contém elementos é chamado de vazio (ou nulo) e representado por 
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Exemplo:    
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 {x/x é um homem com mais de 2000 anos de idade}

Definição 2.6

Seja I um conjunto de índices 
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 tal que 
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 e seja ainda 
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 Então  I é chamado conjunto indexador e 
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 um conjunto indexado por I, de forma que:
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Exemplo  2.2

Seja 
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. O conjunto indexador é o conjunto dos inteiros positivos até n, e 
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 é a família de conjuntos indexados,
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Teorema 2.1

Se 
[image: image23.wmf]AB  e  BC
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  então 
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. Esta propriedade é chamada transitividade.

Teorema 2.2 

Se A é um conjunto qualquer,  
[image: image25.wmf]A
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, isto é,  o conjunto vazio é um subconjunto de todo e qualquer conjunto.

Definição 2.7

Um conjunto A é dito finito se ele é vazio ou contém n elementos (sendo n um inteiro positivo),  caso contrário ele é infinito.

Definição 2.8

Um conjunto infinito A é contável ou enumerável se seus elementos podem ser indexados pelos inteiros positivos, isto é, se eles podem ser colocados em correspondência com os inteiros positivos.  Em caso contrário ele é dito não contável ou não enumerável. 

Operações com conjuntos.

As operações básicas com os conjuntos são: união, interseção, complemento e diferença.

Definição 2.9

A união dos conjuntos A e B é um terceiro conjunto 
[image: image26.wmf]AB
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, cujos elementos pertencem a A ou a B ou a ambos. Simbolicamente
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Exemplo 2.3




A = {1,2,3,4,5,6}




B = {10,11,12}

Então




C = A ( B = {1,2,3,4,5,6,10,11,12}

Notemos que  A ( B = B ( A, ou seja,  a união é uma operação comutativa.
Exemplo 2.4

Consideremos os conjuntos A = {1,2,3} , B = {3,4,5}   e  C = {4,5,6}.

Então


 

 B ( C = {3,4,5,6}

                   A ( (B ( C) = {1,2,3,4,5,6}


                    A ( B = {1,2,3,4,5}

(A ( B) ( C = {1,2,3,4,5,6}

Notemos que, A ( (B ( C) = (A ( B) ( C, ou seja, a união é uma operação associativa. 

Definição 2.10 

A interseção dos conjuntos A e B é um terceiro conjunto 
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 (ou AB), cujos elementos pertencem a A e B, simultaneamente. Simbolicamente
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Exemplo 2.5

Consideremos os conjuntos




A = {1,2,3,4,5,6}




B = {4,5,6,7,8}




C = {4,5,10,11}

Então





[image: image30.wmf]A B
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= {4,5,6}

Notemos que  A ( B = B ( A, ou seja, a operação de interseção é comutativa.

Mais ainda, 




B ( C = {4,5}




(A ( B) ( C = {4,5}




A ( (B ( C) = {4,5}

Notemos que A ( (B ( C) = (A ( B) ( C, ou seja,  a operação interseção é associativa.

Definição 2.11

O complementar do conjunto A em relação ao conjunto universo S, denotado por 
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 é o conjunto de todos os elementos não pertencentes a A. 

Diagramas de Venn

Uma representação gráfica de conjuntos conhecida como Diagramas de Venn é muito útil na interpretação das operações com conjuntos. Esta representação está ilustrada nos três gráficos que seguem:




[image: image32.png]Gréfica 1







[image: image33.png]Gréfica 2
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Nos três gráficos apresentados,  o retângulo representa o conjunto universal S. As regiões hachuradas nos gráficos 1 e 2 representam as operações de união e interseção dos eventos A e B, respectivamente  e a região hachurada no gráfico 3 mostra o  complementar de A.

Propriedades Especiais da União de Conjuntos.

- união com o conjunto vazio:    
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- união com o conjunto universo:
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- idempotente:
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Propriedades Especiais da interseção de dois conjuntos:

- interseção com o conjunto vazio:    
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- interseção com o conjunto universo:
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- idempotente:
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Definição 2.12

Dizemos que dois conjuntos A e B são disjuntos (ou mutuamente exclusivos) se e somente se 
[image: image41.wmf]AB
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O gráfico 4   mostra dois conjuntos A e B que não possuem elementos em comum, isto é, são disjuntos.

[image: image42.png]Grdfica 4








Leis de De Morgan

Se A e B são dois conjuntos contidos em S, 

i) o complementar da interseção é igual a união dos complementares
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ii) o complementar da união é igual a interseção dos complementares
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Teorema 2.3

A interseção e a união são distributivas em relação à união e a interseção respetivamente.

Então,
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Obs: a demonstração do teorema será omitida, mas sugerimos a verificação do mesmo através de diagrama de Venn.

Propriedades do complemento de um conjunto.
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Leis de De  Morgan (generalização)

Se A, B e C são conjuntos contidos em S, então:
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As leis podem ser aplicadas a um número infinito, mas contável, de conjuntos 
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3.
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Definição 2.13

A diferença entre A e B ou o complemento relativo de B em A, (A-B) é o conjunto de todos os elementos pertencentes a A que não pertencem a B. Simbolicamente





[image: image55.wmf](

)

ABABAAB

-=Ç=-Ç


Exemplo 2.6

Consideremos os conjuntos  A = {1,2,3,4}    e   B = {2,4,6,8}

Então




A-B = {1,3}    e     B-A = {6,8}

A região hachurada no gráfico 5 abaixo, mostra a diferença A - B.

[image: image56.png]Gréfica 5




Definição 2.14

A distância simétrica de dois conjuntos  A e B é definida como a união dos dois  complementos relativos. Simbolicamente:
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A região hachurada no gráfico 6,  mostra a distância simétrica   de A e B.
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As operações com conjuntos são fácil e claramente visualizadas com o uso de diagramas de Venn, conforme os gráficos que seguem:

[image: image60.png]CAy)








  
[image: image61.wmf]BABA

-=Ç






[image: image62.wmf]ABC

ÇÇ


[image: image63.png]




            
[image: image64.wmf](

)

(

)

ABBA

D=-È-






[image: image65.wmf]AB

È


[image: image66.png]Ca









[image: image67.wmf](

)

ABC

ÇÈ






[image: image68.wmf](

)

(

)

ABAC

ÇÈÇ


[image: image69.png]@









[image: image70.wmf](

)

ABC

-È






[image: image71.wmf]ABAB

Ç=-


[image: image72.png]







[image: image73.wmf]ACAC

Ç=-






[image: image74.wmf](AB)(AC)

-Ç-


Exercícios 2.

2.1 - Achar cinco pares de conjuntos iguais dentre os dez conjuntos abaixo.


A = {x 
[image: image75.wmf]Î

 N/x = 2n, n = 1,2,3,4}

S= {1,2,3,...,9}


B = {x 
[image: image76.wmf]Î
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T = {2,4,6,8}


C = {n2/ n 
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U = {1,4,9,16,25}



D = { x 
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V = 
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E = 
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W = {2,3,4,5,6,7,8,9}

2.2 - Achar todos os subconjuntos próprios do conjunto {x,y,z}.

2.3 - Construir os possíveis diagramas de Venn:


(a) de dois conjuntos A e B tais que 
[image: image81.wmf]AB  e  AB
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;


(b) de dois conjuntos A e B não comparáveis, isto é  (A ( B  e  B ( A).

2.4 - Quantos subconjuntos do conjunto {1,2,3,4,5} tem dois elementos? E quatro elementos? 

2.5 – Achar os seguintes conjuntos:


(a)
{1,2,3} ( {3,4,5}

(b)
{a,b,c,d} ( {b,c}


(c)
{1,3,5} ( {2,4,6,8}

(d)
{a,b,c} ( {a,b,c,d,e}

2.6 - Dados os conjuntos A = {1,2,3,4} ,  B = {2,4,6,8}  e  C = {3,4,5,6}, construir:


(a) A ( B

 (b) A ( C

(c) B ( C 

(d) B ( B


(e) (A ( B) ( C   (f) A ( (B ( C)


2.7 – Construir os seguintes conjuntos:


(a) {1,2,3} (  {3,4,5}


(b) {a,b,c,d} ( {b,c}


(c) {1,2,3} ( {2,4,6,8}


(d) {a,b,c} ( {a,b,c,d,e}

2.8 - Dados os conjuntos A = {1,2,3,4}  , B = {2,4,6,8}  e   C = {3,4,5,6}, construir:


(a) A ( B

      (b) A ( C

(c) B (  C

(d) C ( C


(e) (A ( B) ( C         (f) A ( (B ( C)

2.9 - Dados os conjuntos  U = {1,2,3,4,5} , A = {1,2,4} e B= {2,4,5}, construir:


(a) A ( B

(b) 
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(c) 
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(d) 
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2.10 - Simplificar as seguintes expressões:


(a) 
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(b) 
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(c) 
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2.11 - Dados os conjuntos universos U = {1,2,3,4,5,6} e os subconjuntos de U: 



A = {1,2,4} ,    B = {2,4,5,6}   e    C = {1,2,4,5}

Construir:



(a)
X = 
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(b)
Y = 
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(c)
Z = 
[image: image90.wmf](
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2.12 - Descrever as condições que A e B devem satisfazer  para que as seguintes igualdades sejam válidas:

(a)
A ( U = U

(b)
A ( ( =  (

(c)
A  ( B = (



(d)
A ( B = (

(e)
A  ( U = A

(f)
 A ( B = A

(g) A ( B = A ( B


2.13 – Seja  
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2.14 - Seja  
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. Descreva a família de conjuntos indexados 
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. Determine:




a)  
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2.15 – Se 
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, chama-se produto cartesiano dos conjuntos A e B um terceiro conjunto 
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 constituído por todos os pares ordenados (x,y) em que x  é elemento de A e y é elemento de B, ou seja:
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Construa o produto cartesiano P,  dos conjuntos 
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Resposta:  
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 3. Modelos Determinísticos e Não Determinísticos.

“Chama-se modelo determinístico  qualquer procedimento, ação, experimento, etc... , cujas condições de realização nos permite determinar o resultado”.

Exemplo 3.1

Se aplicarmos um capital de R$300,00 a uma taxa de juros simples de 1% ao mês, durante 3 meses, obteremos um rendimento de R$9,00 ao final do período. Claramente este é um modelo determinístico cujo resultado é determinado antes do processo, pela fórmula matemática  j = cit

c = capital 

i  = taxa

 
t  = tempo 

                            j = juros

Exemplo 3.2

O horário da primeira aula do curso noturno da ENCE.

Horário:     18 h    25 min        às          20h   5 min

Modelo determinístico estabelecido pela Direção da Ence

Exemplo 3.3

O Departamento de Trânsito estabeleceu o seguinte modelo para definir o mês de vencimento do IPVA dos veículos.

Mês do vencimento  =  f(x) = x+1 , onde x = 0,1,2,...,9 é o algarismo final da placa do veículo.

Obs: Se o algarismo final da placa é 9, o mês do vencimento correspondente será 10 (outubro).

Exemplo 3.4   (contra exemplo)

O tempo gasto pelo aluno A no trajeto entre a sua residência e a ENCE.



tempo gasto =  ?

Obs: Este é um modelo não determinístico, pois não se pode determinar precisamente este tempo.

“Define-se modelo não determinístico (ou probabilístico) qualquer procedimento, ação, experimento, etc..., cujas condições de realização não nos permite determinar seu resultado”.

Exemplo 3.5 

Um carro parte do Rio de Janeiro com destino a São Paulo. A uma velocidade “constante” de 60 km por hora e supondo que o trajeto tenha 420 km, o carro chegará ao seu destino em  7 horas, ou seja, o resultado é obtido pela fórmula e = vt, onde:

e = espaço, v = velocidade  e  t = tempo.

Este exemplo na realidade é um modelo probabilístico, pois dificilmente a velocidade do veículo se manterá constante durante todo o trajeto. 

Fixada a variável espaço (420 km) , o veículo percorre o trajeto a uma velocidade média de 60km e atingirá seu destino em um tempo médio de 7 horas. 

 No exemplo 3.4 o aluno A pode responder “mais ou menos tantos minutos”  ou  “acho que gasto 30 minutos”, mas jamais poderá afirmar um tempo exato gasto no trajeto. Através de um levantamento estatístico ele  poderá responder por exemplo:  “eu levo em média 30 minutos”.

Experiência Aleatória.   

Experiência Aleatória é um conceito primitivo do Cálculo das Probabilidades. Este conceito se adquire ao analisarmos exemplos tais como:

a) lançar um dado com o objetivo de se verificar o número inscrito na face voltada para cima.  

b) lançar uma moeda 4 vezes e contar o número de caras obtido.

c) selecionar  ao acaso um aluno do 2o.  período e registrar a sua altura.

d) lançar uma moeda três vezes e registrar a seqüência de caras e coroas observada.

e) retirar peças sucessivamente de um lote contendo 10 peças perfeitas e 3 defeituosas, até que todas as peças defeituosas sejam encontradas e verificar o número de peças retiradas.

f)   registrar o número de carros que entram no estacionamento de um supermercado durante o período de 10 horas e 10 horas e um minuto, num determinado sábado.

Podemos verificar nos exemplos apresentados que:

i) as ações (experiências) poderão ser repetidas indefinidamente sob condições inalteradas.

ii) embora o resultado de uma particular repetição não seja determinado a priori, podemos definir o conjunto de resultados possíveis  S, da experiência E.

iii) após um número suficientemente grande de repetições de E, surgirá uma regularidade estatística na ocorrência dos resultados possíveis de S.

Espaço Amostra de uma Experiência Aleatória E.

Seja e um resultado possível de uma experiência aleatória E. Chama-se espaço amostra de E,   e se representa por S,  ao conjunto de todos os resultados possíveis de E.

Nas experiências descritas anteriormente temos:

a) S = (1,2,3,4,5,6(
b) S = (0,1,2,3,4(
c) S = (
[image: image105.wmf]xR/nxN
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( , onde  n é a menor altura e  N a maior. 

          d) 
[image: image106.wmf]{
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SHHH,HHT,HTH,THH,TTH,THT,HTT,TTT

=


                e) 
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}

S3,4,5,....,12,13

=


          f)  
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, onde 
[image: image109.wmf]a

 é a capacidade do estacionamento.

Exemplo 3.6

Lançamento de uma moeda 4 vezes com o objetivo de se verificar a seqüência de faces:

S = (HHHH, HHHT, HHTH, HTHH, THHH, HHTT, HTHT, THHT, TTHH,

        THTH, HTTH, TTTH, TTHT, THTT, HTTT, TTTT(
Exemplo 3.7

Um lote de 13 peças contém 7 peças defeituosas. As peças são retiradas uma a uma, sem reposição, até que a última peça defeituosa seja encontrada. Ao final contam-se o número de peças retiradas.

S =  (7,8,......,12,13( 

Eventos Aleatórios.

Definição 3.1

Chama-se evento aleatório associado a uma experiência aleatória E a qualquer subconjunto do espaço amostra S associado a E.

Desta forma, o espaço amostra S e o conjunto vazio 
[image: image110.wmf]Æ

 são ambos eventos aleatórios.  

Denominaremos os eventos aleatórios pelas letras maiúsculas A, B, C,...

Seja e um resultado possível de E, ou seja, e ( S. Realizada a experiência E dizemos que o evento A ocorreu se e somente se o resultado de E é um dos elementos de A.

Observemos o ponto e no gráfico 12. Se e ocorreu na realização de um experiência de espaço amostra representado pelo retângulo, então:
i) ocorreram dentre outros, os eventos:  C, D, 
[image: image111.wmf]AB
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, 
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.

ii) não ocorreram os eventos A, B, 
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Exemplo 3.8

Considere a experiência do dado cujo espaço amostra é S = (1, 2, 3, 4, 5, 6(. Seja o evento   A = “ocorrer um número par”. O evento A = (2, 4, 6(, ocorre se o resultado de E é um elemento de A

Exemplo 3.9

 Considere a contagem do número de caras no lançamento de dez  moedas cujo espaço amostra é S = (0, 1 ,2 ,....,10(. Sejam os eventos:

a)   A = “ocorrer mais do que 2 caras”. O evento A = (3, 4,....,10( ocorre se o resultado de E    é um elemento de A

b) B = “ocorrer um quadrado perfeito”. O evento B = (1,4,9(  ocorre se o resultado de E é um dos números 1, 4 ou 9.

c) C = “ocorrer mais do que sete coroas”. O evento C = (0,1,2(  ocorre se o resultado de E é um elemento de C.

Exemplo 3.10

Considerando a experiência do dado sejam os eventos:

A = “ocorrer um número par”

B = “ocorrer um número ímpar”

C = (x/ x > 3(
D = (1, 3(
Se o resultado observado no lançamento do dado é 5 então os eventos B e C ocorreram enquanto que os eventos A e D não ocorreram.

Operações com eventos. 

Sejam A , B e 
[image: image115.wmf]i
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 eventos aleatórios associados a E. Sendo estes eventos aleatórios associados a subconjuntos do conjunto S, as operações com estes conjuntos resultam na definição de outros eventos aleatórios tais como:

1. A ( B é o evento que ocorre se e somente se A ou B (ou ambos) ocorrerem, ou

A ( B é o evento que ocorre se pelo menos um dos eventos  A ou B ocorrerem.

A união entre os eventos A e B conforme se observa no Gráfico 13-a é o subconjunto de S constituído pelos pontos que pertencem  à região hachurada,  que pode ser também apresentada como no gráfico 13-b onde a união eqüivale à união dos eventos: 
[image: image116.wmf]AB,ABeBA
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A união em (b)  ocorre se o resultado de E é um elemento da interseção e neste caso ambos os eventos A e B ocorreram.

A união também ocorre se o resultado de E pertence ao complemento relativo de A em relação a B, ou ao complemento relativo de B em relação a A, e neste caso apenas um dos eventos A ou B ocorreu.  

2. A ( B é o evento que ocorre se e somente se A e B ocorrerem simultaneamente.

3. 
[image: image118.wmf]A

 (complementar de A) é o evento que ocorrerá se A não ocorrer.

4. ( (vazio) é o evento que nunca ocorre.

5. Se 
[image: image119.wmf]123n
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 é uma coleção finita de eventos, então:

-   
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 ocorre se pelo menos um dos eventos Ai ocorrer

 -   
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 ocorre se todos os eventos Ai ocorrerem  simultaneamente. i = 1,2,3,....,n

Definição 3.2

Dois eventos A e B são denominados mutuamente exclusivos (ou excludentes) se eles nunca ocorrem simultaneamente, ou seja A ( B = (.

O Gráfico 14 mostra a situação em que 
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Definição 3.3

Dois eventos A e B são equivalentes se e somente se a ocorrência de A implica na ocorrência de B e vice versa.

Freqüência Relativa de um evento A.

Uma importante motivação para o estudo da teoria das probabilidades surge nas aplicações da teoria em situações práticas envolvendo fenômenos aleatórios.

Muitos destes fenômenos são considerados experiências aleatórias. Os resultados possíveis  de cada realização de uma experiência aleatória E são conhecidos embora não possam ser previstos com certeza. De fato, no nosso cotidiano nos defrontamos com situações onde não podemos predizer o futuro. 

Uma das principais condições para que uma experiência E seja considerada aleatória é que,  a partir de um número expressivo de realizações de E apareçam regularidades envolvendo um determinado resultado possível e ou mesmo um evento aleatório A associado a E. 

Se lançarmos uma moeda 10 vezes é perfeitamente possível a ocorrência de 8 caras e duas coroas. Se lançarmos a mesma moeda 100 vezes é também possível mas pouco provável  aparecerem 80 caras e 20 coroas. 

Na realização de um número muito grande de provas da experiência E, o que se observa é que a freqüência de um certo evento aleatório E  permanece próxima de um constante e esta constante é geralmente denominada probabilidade do evento A associado à experiência aleatória E. 

Seja E uma experiência aleatória e sejam A e B dois eventos associados a E. Suponha que E seja realizada  n  vezes e denominemos por:
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 - o número de ocorrências de A nas n provas 


[image: image125.wmf]B
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 -  o número de ocorrências de B nas n provas

Os valores 
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  são chamados freqüência absoluta dos eventos A e B nas n provas, respectivamente.

Definição 3.4

             “Chama-se freqüência relativa do evento A nas n provas à função 
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Propriedades da freqüência relativa de A:

a)  
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- se A ocorre nas n provas  
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- se A não ocorre nas n provas  
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b) Se A e B são dois eventos mutuamente exclusivos, então;
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c) Sendo 
[image: image132.wmf]A
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 uma função de n e se n cresce indefinidamente, a freqüência relativa de A converge no sentido probabilístico para um valor p, chamado probabilidade do evento A.
 

Exemplo 3.8

Suponhamos a seguinte simulação do lançamento de uma moeda 100 vezes. O quadro que segue é um extrato da tabela de freqüências do evento A = “ocorrer cara”. A coluna titulada por A (evento) mostra s ou n conforme A tenha ocorrido ou não na prova correspondente. Segue também um esboço (Gráfico 15) da freqüência relativa do evento para cada n = 1,2,3,.....

	
	n
	A
	nA
	fA

	
	1
	s
	1
	1

	
	2
	n
	1
	1/2

	
	3
	s
	2
	2/3

	
	4
	n
	2
	2/4

	
	5
	s
	3
	3/5

	
	6
	n
	3
	3/6

	
	7
	n
	3
	3/7

	
	8
	s
	4
	4/8

	
	9
	s
	5
	5/9

	
	10
	s
	6
	6/10

	
	11
	s
	7
	7/11

	
	12
	n
	7
	7/12

	
	.
	.
	.
	.

	
	.
	.
	.
	.
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A simulação em questão mostra a convergência da freqüência relativa 
[image: image134.wmf](
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,  do evento A = “ocorrer cara”. O  aluno interessado está convidado a exercitar tal modelo. Esta propriedade é,  a princípio,  uma noção intuitiva que no decorrer deste curso se tornará matematicamente precisa. Esta característica é também chamada regularidade estatística.

4. Axiomas do Cálculo das Probabilidades.

Definição 4.1

Seja  E uma experiência aleatória com espaço amostra S. A cada evento A associado a E atribuiremos um número real,  P(A), denominado probabilidade do evento A, que satisfaça às seguintes propriedades:

Axioma 1: 

[image: image135.wmf](

)

0PA1

££


Axioma 2:
P(S) = 1

Axioma 3:
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Axioma 3a:
Se 
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 são eventos mutuamente exclusivos, isto é 
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Axioma 3b:  Se n é finito 
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Os axiomas do cálculo da probabilidades são sugeridos, obviamente pelas correspondentes  propriedades da freqüência relativa do evento A.

Teoremas Básicos do Cálculo das Probabilidades.

Teorema 4.1

Se ( é o conjunto vazio (evento impossível) (  P(() = 0.

Prova:

Para qualquer evento A, temos que A ( ( = A. Como A ( ( = (, de acordo com o Axioma 3, escrevemos:
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Teorema 4.2

Se  
[image: image142.wmf]A

 é o evento complementar de A. Então P(
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Prova:
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Como 
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, segundo o Axioma 3, temos
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Teorema 4.3

Se A e B são dois eventos quaisquer, então:
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Prova:

A união entre os conjuntos  A e B pode ser representada  sob a forma de união entre A e o complemento de B em relação a A, conforme a figura mostrada no Gráfico 16, onde 
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 ( ou B - A) aparece hachurada:
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Assim, temos que
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Conforme o Axioma 3, escrevemos:
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Por outro lado, 
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substituindo-se na expressão devida,
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Uma análise visual do Gráfico 16 nos permite verificar tal Teorema. Quando somamos as duas probabilidades P(A) e P(B) a  probabilidade P(AB) foi considerada duas vezes e por isto deve ser subtraída uma vez. 

Teorema 4.4

Se A, B e C são eventos quaisquer, então:
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Prova:

A união dos três eventos pode ser transformada na união de dois eventos, isto é:
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A seguir, aplicando-se o Teorema 4.3, 
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segue então, 
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Uma análise atenta do Gráfico 17 nos permite verificar a fórmula acima. De fato, a soma das probabilidades isoladas de A, B e C, inclui 2 vezes as probabilidades das interseções dos eventos AB, AC e BC e mais 3 vezes a probabilidade da interseção ABC. 
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Para compensar devemos subtrair uma vez cada probabilidade das  interseções AB, AC e BC.  Como cada uma destas 3  interseções inclui a interseção ABC, devemos então somar uma vez a probabilidade de ABC. 

Exercício proposto.

Verifique por indução finita que:
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Teorema 4.5

Se  A ( B  (  P(A) ( P(B).

Prova:

i) Se A = B, os eventos são equivalentes e tem a mesma probabilidade.

ii) O Gráfico 18 mostra a situação em análise, onde o complemento relativo de A em relação a B está hachurado.
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Se  
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Teorema 4.6
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Prova:

No Gráfico 19 observamos que o evento A é a união da interseção AB com o complemento relativo de B em relação a A, ou seja,
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Como 
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, aplicando o Axioma 3, temos:
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Daí, obtemos:
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5. Espaços Amostrais Finitos. 

Em vários jogos de azar os possíveis resultados de uma prova podem ser reduzidos a eventos elementares igualmente prováveis, significando que cada resultado  pertencente ao espaço amostra S têm a mesma probabilidade de ocorrer.

Exemplo tradicional é a experiência do lançamento do dado. Se lançarmos um dado perfeito  um número suficientemente grande, a frequência relativa do resultado “6”   tenderá a ficar próximo da constante 
[image: image173.wmf]1
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.  O mesmo acontece com os demais resultados 2,3,...,6.

Quando iguais probabilidades são atribuídas aos eventos elementares de um espaço amostra finito o cálculo da probabilidade de um determinado  evento A se reduz à contagem dos eventos elementares contidos nos eventos A e S.

Seja E uma experiência aleatória cujo espaço amostra S é constituído por um número finito N de pontos, ou seja,  se ei é um resultado possível de E, representaremos o espaço amostra por:
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 denominado evento elementar ou evento simples,  associaremos um número 
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, chamado probabilidade do evento 
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Exemplo 5.1

Um exemplo clássico já citado é a experiência do lançamento de dado perfeito com o objetivo de registrar o ponto obtido. O espaço amostra da experiência é 
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e  modelo probabilístico deste fenômeno  é:
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Consideremos agora um evento  A  que contém R resultados possíveis, 
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, ou seja, A é  a união de R eventos elementares 
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Como os eventos elementares  que constituem  A são mutuamente exclusivos, obtemos:
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[image: image188.wmf]
Exemplo 5.2

Seja  E a experiência do lançamento de um dado, e consideremos o evento A = “o ponto obtido é maior do que 3”.
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Exemplo 5.3

Seja 
[image: image190.wmf]{
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  e suponhamos que  p1 = 2p2  e p2 = 2p3. Calcule as probabilidades de ai , i = 1,2,3.

Como 
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, e , portanto 
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Definição 5.1
Seja E uma experiência aleatória com espaço amostra finito de N resultados possíveis equiprováveis. Se A é evento constituído por R, (1( R (N),  eventos elementares dentre os N possíveis, então:
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Esta é a definição clássica do cálculo da probabilidade de um evento A. Em outras palavras, a probabilidade de A é a razão entre o número de casos favoráveis à ocorrência do evento A e o número total de casos possíveis, e , por este motivo é de grande importância o estudo dos métodos de enumeração ou métodos de contagem. 

Exemplo 5.4

Consideremos a experiência que consiste em lançar dois dados perfeitos simultaneamente com o objetivo de registrar o par de pontos obtido. Devido a natureza física simétrica dos dados é razoável supor que o espaço amostra da experiência 
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é constituído por 36 pares equiprováveis com probabilidade igual a 1/36.

O quadro que segue mostra os 36 pares ou  eventos elementares.

	Possíveis resultados no lançamento de dois dados

	x/y
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	1 1
	1 2
	1 3
	1 4
	1 5
	1 6

	2
	2 1
	2 2
	2 3
	2 4
	2 5
	2 6

	3
	3 1
	3 2
	3 3
	3 4
	3 5
	3 6

	4
	4 1
	 4 2
	4 3
	4 4 
	4 5
	 4 6

	5
	5 1
	 5 2
	5 3
	5 4
	5 5
	5 6

	6
	6 1
	6 2
	6 3
	6 4 
	6 5
	6 6


Sejam os  seguintes eventos A , B e C  associados à experiência:

A = “a soma dos pontos obtida é igual a 7”

B = “a soma dos pontos obtida é igual a 3”

C = ”soma dos pontos é maior que 8”

No  quadro abaixo são registrados os valores da soma dos pontos obtido em cada resultado elementar da esperiência:

	Possíveis somas  

	x/y
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12


O objetivo agora é registrar a soma dos pontos obtida no lançamento dos dois dados e o espaço amostra induzido do espaço amostra original  é constituído pelo conjunto de valores possíveis da soma , ou seja: 
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O evento A = “soma 7” ocorre se e somente se ocorrerem os pares (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2) ou (6,1). Como os pares em S são equiprováveis, 
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Com o mesmo raciocínio, obtemos:
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Exemplo 5.5 

Considere a experiência que consiste em “selecionar aleatoriamente” uma carta de um baralho. Um baralho é constituído por 13 tipos de cartas, a saber:  2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, valete, dama, rei e ás, para cada um dos naipes (ouros, espada, copas e paus) perfazendo um total de 52 cartas. 

Neste curso,  a regra “selecionar aleatoriamente” um elemento de um conjunto indica por definição,  que a probabilidade de cada elemento ser selecionado é comum, ou seja os eventos elementares são equiprováveis.  

Consideremos o evento 
[image: image200.wmf]i
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 =  “selecionar a  i-ésima carta” ,  i=1,2,...,52. Como o espaço amostra é finito e constituído por eventos elementares equiprováveis, temos que:
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O evento B = “selecionar uma carta de ouros”  ocorre se uma das 13 cartas de ouros for selecionada, portanto 
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O evento C = “selecionar uma carta figurada” ocorre quando selecionamos uma carta de valor maior do que 10 (valete, dama, rei ou ás), portanto 
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A probabilidade de selecionar uma carta de ouros ou uma carta figurada é a probabilidade da união de B com C, ou seja: 
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6. Métodos de Enumeração - Análise Combinatória. 

6.1- Regra da Multiplicação

Se uma ação (ou procedimento) A pode ser executada de 
[image: image205.wmf]1
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 maneiras e se uma ação B pode ser executada de 
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 maneiras, então a ação A seguida de B pode ser executada de 
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 maneiras.

Exemplo 6.1
Do Rio para Santos, via São Paulo, temos as seguintes opções de transporte:



1ª Ação:  RJ ( SP   - carro, ônibus, avião e trem




2ª Ação:  SP ( ST    - carro e ônibus

Assim, partindo do Rio via São Paulo podemos alcançar Santos por 4 ( 2 = 8 maneiras diferentes. 

6.1a - Regra da Multiplicação Generalizada:

Se uma ação Ai pode ser executada de ni maneiras i = 1,2,3,....,m. então as ações A1 seguida de A2, seguida de A3 , ..... , seguida de Am   podem ser executadas de 
[image: image208.wmf]12m
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Exemplo 6.2

Para fazer a viagem Rio-São Paulo-Rio posso usar como transporte o trem, ônibus ou avião. De quantos  modos posso escolher os transportes se não desejo usar na volta o mesmo meio usado na ida?





Ação 1:   RJ
[image: image209.wmf]Þ

 SP  -  trem, ônibus, avião




Ação 2:   SP
[image: image210.wmf]Þ

RJ   -  2 escolhas disponíveis 





Resposta: 3 ( 2 = 6

Exemplo 6.3 

Uma bandeira é formada por 4 listras coloridas usando-se as cores A, B e C, não devendo as listras adjacentes ter a mesma cor. De quantos modos diferentes pode ser colorida a bandeira?




Ação 1 :   pintar a listra 1 com quaisquer das 3 cores.




Ação 2 :   pintar a listra 2 com uma das cores que não tenha




                sido usada na listra 1.

E assim sucessivamente, teremos: 3 ( 2 ( 2 ( 2 = 24

6.2 - Regra da Soma (ou Adição). 

Se uma ação A pode ser executada de 
[image: image211.wmf]1
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 maneiras e uma ação B de 
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     maneiras, e se A e B não podem ser executadas simultaneamente, então o número de maneiras de executar A ou B é igual a 
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Exemplo 6.4

Da cidade A para a cidade B existem três rodovias e 2 ferrovias. De quantas maneiras podemos realizar a viagem de A para B?


Resposta:   3 + 2 = 5

Exemplo 6.5

Quantos números naturais de 4 algarismos que sejam menores do que 5000 e divisíveis por 5, podem ser formados usando-se apenas os algarismos 2, 3, 4 e 5.


     
1º algarismo          :         3  (não pode ser o 5)


     
2º         “                :         4


     
3º
   “                :         4


     
4º
algarismo     :         1



Resposta: 3(4(4(1=48

Exemplo 6.6

As placas de automóveis de uma certa localidade são formadas por 2 letras (inclusive K, Y e W) e quatro algarismos. Quantas placas podem ser formadas?


Resposta:  26(26(10(10(10(10 =6.760.000

Exemplo 6.7

Quantos são os números naturais pares que se escreve com 3 algarismos distintos?


a) Contemos inicialmente os terminados em 0.




9 ( 8 ( 1  =  72


b) Terminados em 2, 4, 6 e 8.




8 ( 8 ( 4 = 256


Resposta: 72+256=328

6.3 - Permutações.

O número de maneiras de dispor n elementos distintos de um conjunto é chamado permutação de n elementos e se representa por  Pn.

Cálculo:



Temos n ações para dispor os n algarismos:



posição        1:           
 n



posição        2:

(n-1)



posição        3:

(n-2)




“


   “



posição  (n-1):
 
  2



posição        n:
  
  1



Pn = n((n-1)((n-2)(..... (2(1 = n!

Exemplos 6.8

1. De quantas maneiras podemos dispor as letras de W  = 
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2. Quantos são os anagramas da palavra prático?




[image: image216.wmf]7
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    b) Quantos começam e terminam por vogal?



   _  .  _ _ _ _ _ .  _ 



   3    (       5!   (     2  =  720


    c) Quantos começam e terminam por consoante?



   _  .  _ _ _ _ _  . _


            4     (        5!   (    3  =  1440

3. Quantos são os anagramas da palavra CAPÍTULO?



Resposta:     P8 = 40.320


    b) que começam por consoante e terminam por vogal.




posição  1:                4




posições 2 a 7:          6!



          posição 8:                 4         


Resposta: 4 (6!(4 = 11.520


    c) que tem as letras CAP juntas nesta ordem?




Seja W = CAP.




WITULO     (     



Resposta:  6! = 720


    d) que tem as letras CAP juntas em qualquer ordem?











Resposta:    3! ( 6! = 4320


    e) que tem consoantes e vogais intercaladas?




4(4(3(3(2(2(1(1(2 =2( 576 =  1152   Resposta:  1152


    f) que tem o C na primeira posição e A na segunda?




CA _ _ _ _ _ _                 


Resposta:     6! = 720


    g) que tem o C na primeira posição ou o A na segunda?




C _ _ _ _ _ _ _         7!       =    5040   




_ A _ _ _ _ _ _         7!       =    5040




CA _ _ _ _ _  _        6!       =   -  720





                                        9360











Resposta:     9360


     h) que tem o C na primeira ou o A na segunda ou o P na terceira?




(3 ( 7!) - (3 ( 6!) + 5! = 13080 











Resposta:     13080

6.3a - Permutações com repetição.
Se temos n objetos, n1 do tipo 1, n2 do tipo 2, ..... , nk  do tipo k, então o número de permutações possíveis de tais objetos é:
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Exemplos 6.9

1. Anagramas da palavra  ABA.
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Obs: Se as letras A que aparecem na palavra ABA fossem indexadas o número de permutações seria 3! = 6 , como se pode ver abaixo.
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Observemos que fixando B na terceira posição temos neste caso duas permutações, ou seja 2!. O mesmo ocorre quando o B está na segunda e terceiras posições. Assim, se não consideramos os índices 1 e 2 o número de permutações se reduz a 
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2. Anagramas da palavra ESTATÍSTICA.
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3. Anagramas da palavra ARARA.
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6.4 - Arranjos.
O número de maneiras de dispor r elementos distintos,  0 ( r ( n, dentre n elementos de um conjunto é chamado arranjo de n elementos tomados r a r, e representaremos por 
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, e:
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Obs: Notemos que a fórmula do cálculo de arranjo de n elementos tomados r a r é obtida pelo uso simples e claro da regra de multiplicação.

Obs:  O arranjo de n elementos r a r pode ser escrito em função do número de permutações de N elementos.

Multiplicando-se  e dividindo-se  
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  por (n-r)!, obtemos:
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Obs:  Registremos que ao descrevermos os arranjos de n elementos r a r , a ordem em que os elementos são tomados define o arranjo. Consideremos os arranjos 3 a 3 dos elementos do conjunto  W = (A,B,C,D).

	
	ABC
	ABD
	ACD
	BCD

	
	ACB
	ADB
	ADC
	BDC

	
	BAC
	BAD
	CAD
	CBD

	
	BCA
	BDA
	CDA
	CDB

	
	CAB
	DAB
	DAC
	DBC

	
	CBA
	DBA
	DCA
	DCB


6.5 - Combinações.
O número de maneiras de dispor r elementos distintos  (0( r ( n), dentre n elementos, sem considerar a ordem,  é chamado de combinação de n elementos tomados r a r, e representamos por:
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Exemplo 6.10

 Seja o conjunto W = (A,B,C,D(. O número de combinações de 3 elementos de W é 
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, ou seja:  ABC,  ABD,   ACD e  BCD. 

Notemos que,  se permutarmos as letras da combinação ABC, obteremos 6 disposições daquelas letras, mas de acordo com a definição de combinação, elas constituem a mesma combinação, pois não consideramos a ordem em que as letras A, B e C são dispostas.

Se analisarmos os  24 arranjos das quatro letras tomadas 3 a 3, notamos que o número de combinações de 4 elementos tomados 3 a 3 é igual a:
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Podemos então reescrever a fórmula de combinação das seguintes  maneiras:
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Exemplo 6.11 (Exercício proposto)

Verificar as relações:
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Exemplo 6.12

Uma urna contém 4 fichas numeradas de 1 a 4. Duas fichas são escolhidas aleatoriamente. Descreva o espaço amostra da experiência considerando os esquemas sem e com reposição da primeira ficha escolhida.




a)  sem reposição:   (
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b) com reposição:   (S = 4 x 4 = 16



    
 S = 
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Exemplo 6.13

Seja E a experiência do lançamento de dois dados. O espaço S apresentado em seguida  é construído através da regra de multiplicação e corresponde ao caso da escolha com reposição, conforme exercício anterior.
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Exemplo 6.14

Seja E uma experiência aleatória com espaço S e   seja a  classe de eventos ( formada pelos eventos aleatórios A, B, C, D e F associados a E. Determine o número de interseções de 2, 3, 4 e 5 eventos podemos formar com os eventos pertencentes a (.

Solução:

De acordo com a propriedade comutativa, 
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, da mesma forma que 
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. Portanto, não interessa a ordem na formação das interseções, e, portanto:



1. no de interseções de 2 eventos  =    
[image: image238.wmf]5

10

2

æö

=

ç÷

èø




2. no de interseções de 3 eventos  =    
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3. no de interseções de 4 eventos  =    
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4. no de interseções de 5 eventos  =    
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Exemplo 6.15

Seja S = (1,2,3,4...,n( o espaço amostra de uma experiência E. Quantos eventos aleatórios (subconjuntos de S) podemos definir?

Solução:



-  
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 eventos constituídos por um evento elementar.



-  
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 eventos constituídos por dois eventos elementares.



-  
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 eventos constituídos por três eventos elementares.
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-  
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 eventos constituídos por (n-1) eventos elementares.



-  
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 eventos constituídos por n eventos elementares.



-  
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 evento que não contem nenhum elemento de S, (.

Assim, o número  de eventos que podemos definir em S,  contendo 0,1,2,....,n eventos elementares,  é igual a:
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Teorema Binomial
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Se fizermos a = b = 1, 
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Exemplo 6.16

Um lote contém 100 peças, sendo 20 defeituosas e 80 perfeitas. Dez peças são escolhidas ao acaso, sem reposição. Qual a probabilidade de que exatamente metade das peças escolhidas sejam defeituosas?

Solução:

O espaço amostra da experiência é finito e constituído por eventos elementares equiprováveis. De forma que a probabilidade de um  determinado evento A é a razão entre o número de possibilidades  favoráveis  a A e o número total de possibilidades.

O número total de possibilidades de selecionar 10 peças dentre 100 é igual a 
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Seja o evento  A = “ocorrer 5 peças defeituosas e 5 peças perfeitas”. Usando  regra da multiplicação, determinemos o número de possiblidades favoráveis à ocorrência do evento A.

Podemos selecionar  5 peças defeituosas de 
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 maneiras diferentes e 5 peças perfeitas de 
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 maneiras diferentes, de forma que 
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Exemplo 6.17

Uma caixa contém 8 (oito) fichas numeradas de 1 a 8.  Duas fichas são extraídas ao acaso, com reposição, com o objetivo de se verificar o maior número dentre os números inscritos nas duas fichas. Descreva o espaço amostra da experiência e obtenha a probabilidade de todos os eventos elementares.

Solução:   
 ( S = 8 x 8 = 64
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Sejam os eventos Ai = “o maior número do par  é  i”  , i = 1,2,3,...,8.
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Como ilustração, provaremos matematicamente que 
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Exercícios seções 3 a 6:

1. Uma comissão parlamentar de três membros será formada ao acaso,  a partir de um grupo de 4 deputados do partido A e 6 deputados do partido B. Qual a probabilidade de que:

(a) a comissão seja toda formada com deputados do partido A ou do partido B? 

(b) ao menos um deputado de cada partido esteja na comissão? 

(c) ao menos um deputado do partido A esteja na comissão? 

(d) nenhum deputado do partido B esteja na comissão?

2.
 A ordem dos nomes de seis candidatos  em uma cédula de votação,  para a eleição de três membros de uma Corte de Justiça é tal que todas as ordens possíveis são equiprováveis. Qual a probabilidade de que os três membros atuais, que  são candidatos a reeleição, tenham  seus nomes nas três primeiras posições da cédula?   

3. Dois dados perfeitos são lançados. Determine a probabilidade dos seguintes eventos:

(a) a soma dos pontos obtida é divisível por 4.

(b) ambos os pontos são pares.

(c) os pontos dos dados são iguais.

(d) os pontos dos dados diferem por no mínimo 4 unidades.

(e) o número total de pontos é 10.

4. Cinco cartas são selecionadas aleatóriamente de um baralho de poker limitado às cartas do tipo  7, 8, 9, 10, valete, dama, rei e ás, onde cada um desses tipos aparecem em quatro naipes: ouros, copas , espadas e paus.  Calcule as seguinte probabilidades dos seguintes jogos serem formados:

Obs: Cada jogo é formado por 5 cartas e cada carta caracterizada pelas letras x,y,z e w, estas indicando tipos de cartas distintas. 

(a) Par              - (w,w,x,y,z)

(b) Dois Pares  - (x,x,y,y,z 

(c) Trinca         - (x,x,x,y,z) 

(d) Full Hand   - (x,x,x,y,y) 

(e) Four            - (x,x,x,x,y) 

5. De um baralho tradicional de 52 cartas,  uma carta é retirada aleatoriamente. Calcule a probabilidade de ocorrer uma carta:

(a) de espadas

(b) vermelha

(c) de espadas ou uma figura

(d) de copas  ou um ás 

(e) que não seja de paus ou um ás

(f) preta ou um ás

(g) vermelha ou uma figura

6. Uma urna contém 5 bolas nas quais estão inscritos os números 1, 2, 3, 4 e 5. Uma bola é selecionada aleatoriamente, sem reposição,  e seu número registrado. Em seguida, uma segunda bola é retirada e seu número registrado. Admita que os vinte resultados possíveis sejam equiprováveis. Determine a probabilidade de que um número ímpar seja escolhido: (a) na primeira seleção; (b) na segunda seleção; (c) em ambas as seleções.  

7. Demonstre que para  dois eventos quaisquer A e B, temos:
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8. Dois dados são lançados. Qual a probabilidade que o produto dos pontos obtidos seja:

(a) maior do que 24; (b) igual a 12; (c) igual a 12.

9. Dois dados são lançados. Seja A o evento “a soma dos pontos é ímpar” e B o evento “pelo menos um dos pontos é igual a 1”. Descreva os eventos 
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 e calcule suas respectivas probabilidades. 

10. Sejam A, B e C eventos quaisquer associados a uma experiência aleatória E.  Descreva as expressões (operações com eventos) correspondentes aos seguintes eventos: (a) somente A ocorre;

(b) A e B ocorrem mas C não ocorre;

(c) os três eventos ocorrem;

(d) pelo menos um dos três eventos ocorrem;

(e) pelo menos dois dos eventos ocorrem;

(f) um e somente um dos eventos ocorre;

(g) dois e somente dois dos eventos ocorrem;

(h) nenhum dos três eventos ocorre;

(i) no máximo dois eventos ocorrem.  

11. Sendo A e B eventos mutuamente exclusivos tais que P(A) = 0,34 e P(B) = 0,53, determine as seguintes  probabilidades:
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12. Determinar a probabilidade de não se obter 7 ou 11 ao lançarmos dois dados honestos.

13. Extrai-se ao acaso uma carta de um baralho de 52 cartas. Determine a probabilidade da carta ser:


a) um ás


b) valete de copas


c) três de paus ou seis de ouros


d) uma carta de copas


e) de qualquer naipe exceto copas


f) um dez ou uma carta de espadas

 
g) que não seja de paus ou um quatro. 

14. Prove por indução finita que:
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15. Extrai-se ao acaso uma bola de uma caixa que contém 6 bolas vermelhas , 4 brancas e 5 azuis. Determine a probabilidade de a bola extraída ser:





a) vermelha


b) branca



c) não vermelha

         d) azul



e) vermelha ou branca.

16. Uma moeda é lançada duas vezes. Qual a probabilidade dos eventos:



a)  “não ocorrer cara”



b) “ocorrer pelo menos uma cara”



c) “ocorrer apenas uma cara”



d) “ocorrer duas faces iguais”

17. Da população canadense 30% são da província de Quebec, 28% falam francês e 24% são de Quebec e falam francês. Escolhido ao acaso um canadense, qual a probabilidade de:

a) ser de Quebec ou falar francês?



b) não ser de Quebec nem falar francês?



c) falar francês mas não ser de Quebec?

18. Consideremos uma experiência aleatória e os eventos A e B a ela associados, tais que P(A) = 1/2, P(B) = 1/3 e 
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19. Suponha que as letras A, B e  C sejam escritas em ordem aleatória. Qual a probabilidade de que pelo menos uma das letras ocupe seu lugar próprio na ordem alfabética?   (B) Ídem com as letras A, B, C e D.

20. Sejam A, B e C três eventos associados a um experimento. Represente através de operações de conjuntos e/ou diagrama de Venn os seguintes eventos:

a) Ao menos um dos eventos ocorrer; b) Exatamente um dos eventos ocorre ; 

c) Exatamente dois dos eventos ocorrem;  d) Não mais de dois dos eventos ocorrem simultaneamente.

21. Um dado tendencioso é tal que a probabilidade de ocorrer um número ímpar é duas vezes a probabilidade de ocorrer um número par. Se o dado é lançado qual a probabilidade de se obter um ponto maior do que 3?

22. Considere o espaço amostra 
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23. Em uma certa região,  45% dos habitantes se dizem leitores do jornal A, 55% se dizem leitores do jornal B e 75% são leitores de pelo menos um dos jornais A e B. Se um habitante desta região é selecionado aleatoriamente qual a probabilidade de que ele leia os dois jornais?

24. Considere dois eventos A e B tais que 
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25. Seja E uma experiência aleatória com espaço amostra   
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26. Um par (x,y)   selecionado ao acaso no interior do quadrado definido pelos pontos (x,y), 
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. Suponha que a probabilidade de um ponto selecionado pertencer a um subconjunto qualquer de S é proporcional à área deste subconjunto. Determine a probabilidade  dos seguintes conjuntos:

a)
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27.    Um par (x,y)   selecionado ao acaso no interior do quadrado definido pelos pontos (x,y), 
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. Suponha a probabilidade de um ponto selecionado pertencer a um subconjunto qualquer de S é proporcional à área deste subconjunto. Determine a probabilidade  dos seguintes conjuntos:

a)
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26. Duas cartas são retiradas aleatoriamente de um baralho de 52 cartas. Qual a probabilidade de que ambas sejam cartas figuradas? 

Obs. as cartas figuradas são: valete, dama, rei e ás.

7. Probabilidades Condicionais.

Um exemplo clássico: 

Suponha  que de um lote contendo 100 válvulas das quais 10 são defeituosas, seja retirada, primeiramente,  uma válvula ao acaso. Seja o evento 
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= “a primeira válvula retirada  é defeituosa”. 

Obviamente temos que:
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Suponha agora que uma segunda válvula seja retirada, ao acaso, sem que a primeira tenha sido devolvida ao lote, e seja o evento 
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 = “a segunda válvula é defeituosa”. 

Para calcular a probabilidade de 
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 devemos considerar dois casos:

a) Se o evento A1    ocorreu , o evento 
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 pode ser reescrito da forma “a segunda válvula é defeituosa dado que a primeira é defeituosa”. 

Esta nova maneira de “ler” o evento 
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 é representada pela simbologia 
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 ocorreu”

Se a primeira válvula retirada é defeituosa e não foi devolvida ao lote, então,  a composição lote por ocasião da segunda retirada, é de 9 defeituosas e 90 perfeitas, de forma que 
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b) Se o evento  
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 não ocorreu, então 
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As duas probabilidades acima calculadas são probabilidades  chamadas condicionais, isto é, a probabilidade do evento 
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A

 é calculada condicionada à ocorrência ou não do evento 
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. Nenhuma das duas pode ser atribuída ao evento 
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 simplesmente.  A probabilidade do evento 
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será calculada logo adiante,  após a definição seguinte.

Definição 7.1

Dados dois eventos A e B, chama-se probabilidade condicional do evento A dado B,  denotada por 
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, a probabilidade de A ocorrer na suposição de que B tenha ocorrido.

Obs: Em outras palavras, calcular 
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 significa reavaliar a probabilidade de A à luz da informação de que B tenha ocorrido.

Definição 7 .2

Se A e B são eventos associados a uma experiência aleatória E, então a probabilidade do evento “A dado B” é dada por:
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Calcular 
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 é equivalente a calcular a probabilidade de A relativa ao “espaço reduzido” correspondente ao evento condicionante B.


Se S é um espaço amostra finito de eventos elementares equiprováveis, então, representando por n(B) o número de eventos elementares contidos em B,  temos: 





[image: image304.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

  n AB

PAB

n (S)

  n(B)

PB       

  n(S)

  nAB

PA/B  

n(B)

Ç

Ç=

=

Ç

=




Voltando ao exemplo inicial calcularemos a probabilidade do evento 
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 usando o conceito de probabilidade condicional conforme definição 7.1.

O evento 
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 associado à segunda retirada  de uma válvula do lote pode ser escrito sob a forma de uma união de eventos mutuamente exclusivos e exaustivos como segue:
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= “a primeira válvula retirada é defeituosa” e “a segunda válvula é defeituosa”  ou    

“a primeira válvula retirada não é defeituosa”  e “a segunda válvula retirada é defeituosa”.

Usando as devidas operações com eventos, temos:
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Sendo os eventos 
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 são mutuamente exclusivos e isto implica que 
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 também o são. Usando o Axioma 3, temos que,
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Aplicando a seguir a Definição 7.2, temos:
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A título de curiosidade e verificação, calculemos agora a probabilidade do evento 

 
[image: image314.wmf]2

A

=

 “a segunda bola retirada é perfeita”.

Aplicando o mesmo raciocínio, temos:
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Finalmente,
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Resultado este  satisfatório já que se verifica o teorema 
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Exemplo 7.1
Um dado é lançado 2 vezes. Se a soma é 6, determine a probabilidade de que um dos dados seja igual a 2.

Sejam os eventos,

   A = “ocorrer 2 em um dos dados”  e    B = “soma dos pontos igual a 6”
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Reportando ao quadro do  Exemplo 5.4 e  analisemos o espaço amostra da experiência em questão,

	Possíveis resultados no lançamento de dois dados

	x/y
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	1 1
	1 2
	1 3
	1 4
	1 5
	1 6

	2
	2 1
	2 2
	2 3
	2 4
	2 5
	2 6

	3
	3 1
	3 2
	3 3
	3 4
	3 5
	3 6

	4
	4 1
	 4 2
	4 3
	4 4 
	4 5
	 4 6

	5
	5 1
	 5 2
	5 3
	5 4
	5 5
	5 6

	6
	6 1
	6 2
	6 3
	6 4 
	6 5
	6 6


O exemplo trata de um espaço amostra finito  constituído por eventos elementares equiprováveis, isto é , cada evento elementar tem probabilidade igual a 1/36. Se o evento B (subespaço hachuriado de S) ocorreu,  para calcular a 
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 contamos os pontos favoráveis à ocorrência de 
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 , contidos no interior do espaço de B e dividimos pelos pontos em B, n(B) =5.

Exemplo 7.2 

Considerando ainda o exemplo 7.1, sejam os  eventos:


A = “soma 7”                               C = “soma 12”


B = “soma 4”                               D = “os dois pontos são diferentes”


.
[image: image323.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

61311366305

PA    PB    PC    PD

36636123636366

-

========




[image: image324.wmf](

)

(

)

(

)

62

PAD    PBD    PCD0

3636

Ç=Ç=Ç=






[image: image325.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

PAD

1

PA/D

PD5

PBD

1

PB/D

PD15

PCD

0

PC/D0

PD5/6

PAD

PD/A1

PA

PBD

2

PD/B

PB3

PCD

0

PD/C0

PD1/36

Ç

==

Ç

==

Ç

===

Ç

==

Ç

==

Ç

===


Definição 7.3

Com base na Definição 7.2, obtemos a fórmula para o cálculo das probabilidades de interseções.

- se  
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ou

- se   
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Exemplo 7.3

Uma carta é selecionada aleatoriamente de um baralho completo (52 cartas, 4 naipes e 13 tipos de cartas de cada naipe). Se uma segunda carta é selecionada sem reposição da primeira carta, qual a probabilidade de que a primeira carta seja um ás e a segunda seja uma carta figurada?  

Obs: as cartas figuradas são: 4 valetes, 4 damas, 4 reis e 4 ases

Solução: 

Sejam os eventos:
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A

=

”a primeira carta selecionada é um ás”
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V

=

”a segunda carta selecionada é figurada”
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A probabilidade de sair um  ás na primeira seleção é igual a 
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. Como não houve reposição, na segunda seleção o baralho contém 51 cartas sendo apenas 15 figuradas dado que um ás foi selecionado na  primeira retirada. Assim  
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Exercício 7.4

Mostre que  
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Demonstração:

A interseção dos três eventos pode ser escrita como uma interseção de 2 eventos, e nesta forma aplicamos a Definição 7.3, 
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Teorema 7.1  (da Multiplicação de Probabilidades)

Dados n eventos 
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 então:
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A demonstração usando indução matemática  fica  como exercício proposto. 

Exemplo 7.5

Duas bolas são selecionadas ao acaso, sem reposição,  de uma urna contendo 4 bolas brancas e 8 pretas. Calcule:

a) a probabilidade de aparecerem duas bolas brancas.

b) a probabilidade de a segunda bola ser branca.

Solução:     Sejam os eventos 
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 =  “a i-ésima bola retirada é branca”.

a) Cálculo de 
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b) Cálculo de 
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O evento 
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 pode ser decomposto da forma:
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Sendo  
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c) Calcule a probabilidade dos eventos “zero bolas brancas” e “uma bola branca”, e verifique se a soma destas com o resultado em (a) é igual à unidade.
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Relações entre a probabilidade individual de um evento A e a probabilidade do evento A condicionado o evento B.

Consideremos os quatro diagramas de Venn  mostrados no gráfico abaixo:
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a)  Se 
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b) Se A ( B.
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, porque 
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c) Se B ( A.
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d) Se A ( B ( (, nada podemos afirmar sobre a grandeza relativa de P(A/B) e P(A).

Obs:  em um dos casos P(A/B) ( P(A), em dois dos casos P(A/B) ( P(A), e  no último caso não temos como fazer nenhuma comparação.

Axiomas do Cálculo de Probabilidades. (Validade para P(A/B) )

Para um evento B qualquer e um evento A fixado é muito simples verificar que os axiomas do Cálculo de Probabilidades permanecem válidos.
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Exercício Proposto:

Prove que se A e B são eventos associados a E, e se P(B) > 0, então;
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Exemplo 7.6

Uma urna contém 10 brancas e 5 vermelhas. Duas bolas são retiradas ao acaso sem reposição. 

a) Qual a probabilidade de que ambas sejam brancas?  

b) Se três bolas são retiradas qual a probabilidade da terceira  ser branca?

Solução 1:    

Usando o teorema da multiplicação, sejam:

 

Bi , i = 1,2,3 o evento “a i-ésima bola extraída é branca” 

e 
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b) P(terceira branca)  
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Solução 2:

a)  
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b) Fixando-se bola branca na terceira retirada, temos:

     P(3a Branca) 
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Exemplo 7.7

Três jogadores A, B e C  disputam um prêmio. Uma urna contém 10 bolas brancas e 10 bolas vermelhas. A saca uma bola da urna. Se é branca, A ganha o prêmio; se é vermelha, a bola não é reposta e B saca uma bola da urna. Se é branca, B ganha o prêmio; se é vermelha, a bola não é reposta e C saca uma bola da urna. Se é branca, C ganha o prêmio; se é vermelha, o jogo empata. Calcule as probabilidades de:

a) Cada um dos jogadores ganhar o prêmio.

b) Cada um dos jogadores ganhar o prêmio na certeza de não ter havido empate.

Solução:
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a.1) P(A) = P(B1) = 
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a.3) 
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b.1) 
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b.2) 
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Cálculo da probabilidade de um evento B, através do particionamento do espaço amostra S.

Suponhamos que Ai , i = 1,2,3,...,n  seja uma partição do espaço amostra de uma experiência aleatória E, e seja B um evento associado a E, ou seja B ( S. Podemos decompor o evento B sob a forma de união de eventos mutuamente exclusivos e exaustivos, como segue:
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Exemplo 7.8

Uma peça é fabricada por três fábricas: 
[image: image380.wmf]123

F, F e F.

 Durante um período  especificado a fábrica F1  produz o dobro das peças produzidas por F2 ou F3,  tendo estas, a mesma produção. Sabe-se que 2% das peças fabricadas por 
[image: image381.wmf]12

F e F

 são defeituosas, enquanto que 4% da produção de F3 é de peças defeituosas. Uma peça é selecionada ao acaso da produção de um determinado período. Qual a probabilidade de que ela seja defeituosa?

Solução:

Sejam os eventos Fi = “a peça selecionada foi fabricada pela fábrica i” e  B = “a peça selecionada é defeituosa”.

Temos então que:   
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Além disso, temos também, três probabilidades condicionais:
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Finalmente, calculamos P(B), como segue:
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Teorema 7.2  (de Bayes Generalizado)

Seja E uma experiência aleatória com espaço amostra S e seja Ai , i = 1,2,3,...,n uma partição de S, ou seja: 
[image: image386.wmf]n

iij

i1

AS,AA,ij

=

=Ç=Æ¹

U

.

O diagrama de Venn que segue mostra um exemplo de partição do espaço S, para n = 6.
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  Se B ( S é um evento associado a E, então:
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Exemplo 7.9

Uma caixa contém três moedas 1, 2 e 3, sendo a primeira perfeita, a segunda com  2 caras e a terceira tendenciosa, tal que a probabilidade de ocorrer cara é 1/3. Uma moeda é selecionada ao acaso e lançada. 

a) Qual a probabilidade de ocorrer cara?

b) Se ocorreu cara, qual a probabilidade de que a moeda com duas caras foi a selecionada?

Solução:

Representemos por Mi o evento “a i-ésima moeda foi selecionada”, e por H o evento ocorreu cara.
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b) 
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Exemplo 7.10

Suponha que quatro cofres contêm cada um, duas gavetas. Os cofres 1 e 2 tem uma moeda de ouro numa gaveta e  uma de prata na outra gaveta. O cofre 3 tem uma moeda de ouro em cada gaveta e o cofre 4 uma de prata em cada gaveta. Um cofre é escolhido ao acaso e uma gaveta é selecionada ao acaso. Qual a probabilidade dela conter uma moeda de ouro? Se a moeda encontrada é de ouro, calcule a probabilidade de que a outra gaveta contenha: a) Uma moeda de prata; b) Uma moeda de ouro.

Solução:

Sejam os eventos Ci = “o i-ésimo cofre foi selecionado, i = 1, 2, 3, 4  , G =  “ocorrer  moeda de ouro” e S = “ocorrer moeda de prata”. 
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b) 
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8. Eventos Independentes.

Definição 8.1     

“Dois eventos A e B são ditos independentes se a ocorrência de B não fornecer nenhuma informação sobre a ocorrência ou não de A, e vice versa”

Em outras palavras, se A e B são eventos independentes, a probabilidade do evento A dado que o evento B ocorreu é igual  à probabilidade absoluta do evento A,  e vice versa, ou seja:




 P(A/B) = P(A)    e    P(B/A)=P(B).

Seja E uma experiência aleatória com espaço amostra S e sejam A e B  dois eventos quaisquer associados a E. 
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Se 
[image: image402.wmf]AB

Ç=Æ

, isto é, se A e B são eventos mutuamente exclusivos, P(A/B) = 0, porque a ocorrência de B implica na não ocorrência de A. Se, por outro lado, B ( A, então P(A/B)=1. 

Nos dois casos relatados,  a informação da ocorrência do evento B nos proporciona  a determinação imediata da probabilidade do evento A, e deste modo, dizemos que os eventos A e B não são independentes.

Exemplo 8.1

Um dado é lançado duas vezes. Sejam os eventos:   A = “a soma dos dois dados é 7” e B =  “os dois dados apresentam o mesmo número”. O espaço amostra da experiência é o conjunto 
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 sendo os eventos A e B representados pelos subconjuntos de S seguintes:
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Observemos  que P(A) = 1/6  e  P(B) = 1/6 e  que  P(A(B) = 0,  pois A ( B = (. Além disso calculamos P(A/B) = 0 e P(B/A) = 0.  Assim os eventos A e B não são independentes.

Exemplo 8.2

Dois dados são lançados. Sejam os eventos: A = “o primeiro dado apresenta um quadrado perfeito”  e B = “o segundo dado apresenta um número maior do que 3”. O espaço amostra é idêntico ao do exemplo anterior, enquanto que os subconjuntos representativos dos eventos A e B são:
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Desta forma  calculamos P(A) = 1/3 e P(B) = 1/2 enquanto  que P(A(B) = 1/6, pois
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Calculemos agora as probabilidades condicionais envolvendo A e B: 
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Claramente podemos observar que as probabilidades condicionais de A e B são as mesmas que as probabilidades absolutas (não condicionais) e que a probabilidade da interseção dos eventos  A e B é calculada como segue:
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Definição 8.2

Seja E uma experiência aleatória e sejam A e B dois eventos quaisquer associados a E, tais que P(A) > 0 e P(B) > 0. Os eventos A e B são ditos independentes se, e somente se,
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Exemplo 8.3

Uma moeda e um dado são lançados simultaneamente. Seja A = “ocorrer cara no lançamento da moeda” e B = “o dado apresentar o número 2”. Obviamente o resultado obtido no lançamento da moeda independe do número que aparecerá na face do dado, e portanto P(A/B) = 1/2 = P(A), e igualmente, o ponto obtido no dado independe da face observada na moeda, sendo então P(B/A) = 1/6 = P(B). Os eventos A e B são claramente independentes e a ocorrência simultânea de A e B tem probabilidade 
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Teorema 8.1

Seja E uma experiência aleatória e A e B eventos a ela associados,  tais que P(A) > 0 e P(B) > 0. Nestas condições;


 i) Se  A e B são independentes então  
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.


ii) Se 
[image: image412.wmf]AB

Ç=Æ

, então A e B  não são independentes.

Demonstração:

 i) A e B são independentes 
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ii) Se 
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, então A e B  não      são independentes.

Exemplo 8.4

Consideremos um lote de 10000 lâmpadas. Suponhamos que 10% de todas as lâmpadas são defeituosas. Se retirarmos duas válvulas do lote aleatoriamente, qual a probabilidade de que ambas sejam perfeitas?

Sejam os eventos: 




A = “a primeira válvula retirada é perfeita” e 




B =  “a segunda válvula retirada é perfeita”. 

Se a seleção é feita com reposição, os eventos A e B são independentes pois a composição lote é a mesma nas duas extrações e P(A) = P(B) = 0,9 e por consequência 
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Se ao contrário, a seleção é feita sem reposição (em geral é o que acontece na prática), então
 P(A(B)=P(A).P(B/A) =
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No segundo caso, embora A e B não sejam independentes, se admitirmos a independência, o erro cometido é desprezível, mas a simplificação dos cálculos é obvia. Isto nos alerta no sentido de analisar cuidadosamente  se a suposição de independência entre vários eventos é válida , e, em caso positivo, assumi-la com o objetivo de simplificação de cálculos.  

Definição 8.3

Seja E uma experiência aleatória e sejam A, B e C eventos aleatórios associados a E. Os eventos A, B e C são ditos independentes se, e somente se:
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Exemplo 8.5

Uma moeda é lançada duas vezes. Sejam os eventos: A = “cara na primeira moeda”, 

B= “cara na segunda moeda” e C = “ambas as faces iguais”. 

Notemos que 
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Podemos afirmar que os pares formados com os três  eventos são independentes, mas A, B e C não são pois,
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Definição 8.4

Os eventos 
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 associados a uma experiência aleatória  E, são independentes se, e somente se:
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para m = 2,3,..., n.

Nota: Para provar  a independência  entre n eventos é necessário verificar separadamente,  
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  equações.

Teorema 8.2


“Se A e B são eventos independentes também o são 
[image: image427.wmf]A e B, A e B   e   A e B
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Prova:
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ii)  
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 iii)  
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Exercícios seções 7 e 8.

1. Uma secretária ineficiente coloca ao acaso n cartas em n envelopes. Determine a probabilidade de ao menos uma carta chegar ao seu destino, ou seja, ao menos uma carta ser colocada no envelope correto.

2. Sejam A e B eventos aleatórios independentes. Se a probabilidade de A ou B ocorrer for igual 0,6 e a probabilidade de A for 0,4, qual a probabilidade da ocorrência de B?

3. As probabilidades de um marido e sua esposa estarem vivos daqui a 20 anos são respectivamente, 0,8 e 0,9. Suponha que os eventos sejam independentes. Determinar a probabilidade de que, daqui a 20 anos. 


(a)
   ambos estejam vivos


(b)
   nenhum esteja vivo


(c)
   ao menos um esteja vivo

4. Mostre que se A e B são eventos independentes, com probabilidades não nulas, então A ( B ( (.

5. Uma caixa contém 2 bolas vermelhas e 3 azuis. Extraem-se ao acaso duas bolas, sem reposição. Determine a probabilidade de serem:


(a)
ambas azuis


(b)
ambas vermelhas


(c)     uma azul e uma vermelha

6. Mostre  que  se A, B e C são  eventos aleatórios independentes  então também o são:

 
(a)
A e  (B ( C)


(b)
A e  ( B ( C )


(c)
A e  ( 
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7. A probabilidade de um indivíduo acertar um alvo é 2/3. Se ele deve atirar até atingir o alvo pela primeira vez, qual a probabilidade de serem necessários cinco tiros?

8. Em uma joalheira, cada um de três armários idênticos tem duas gavetas. Em cada gaveta do primeiro armário há um relógio de ouro. Em cada gaveta do segundo armário há um relógio de prata. Em uma gaveta do terceiro armário há um relógio de ouro, enquanto que na outra gaveta há um relógio de prata. Escolhido ao acaso um armário, e aberta uma das gavetas aleatoriamente, verifica-se conter um relógio de prata. Qual a probabilidade de a outra gaveta do armário escolhido conter um relógio de ouro?

9. Suponha que temos 4 cofres, cada um com dois compartimentos. Os cofres 1 e 2 têm um anel de brilhante num compartimento e um anel de esmeralda no outro. O cofre 3 tem dois anéis de brilhante em seus compartimentos e, o cofre 4 tem dois anéis de esmeralda. Escolhe-se um cofre ao acaso, abre-se um dos compartimentos ao acaso e encontra-se um anel de brilhantes. Determine a probabilidade de que o outro compartimento contenha:


(a)
um anel de esmeralda


(b)
um anel de brilhantes

10. Uma caixa contém 10 bolas das quais 6 são brancas e 4 vermelhas. Remove-se três bolas sem observar suas cores. 


a) Determine a probabilidade de que uma quarta bola removida da caixa seja vermelha.


b) Determine a probabilidade de que as três bolas removidas sejam brancas sabendo-se que pelo menos uma delas é branca.

11. Um estudante se submete a um exame de múltipla escolha no qual cada questão tem 5 respostas possíveis das quais exatamente uma é correta. O estudante seleciona a resposta correta se ele sabe a resposta. Caso contrário, ele seleciona ao acaso uma resposta dentre as 5 possíveis. Suponha que o estudante saiba 70% das questões.


a) Qual a probabilidade de que o estudante escolha a resposta correta para uma dada questão?


b) Se o estudante escolhe a resposta correta para uma dada questão, qual a probabilidade de que ele sabia a resposta?

12. Uma caixa contém 10 bolas vermelhas e 5 brancas. Extrai-se uma bola da caixa. Se a bola é vermelha, ela é recolocada na caixa. Se é branca, além de recolocá-la na caixa, adiciona-se duas bolas brancas à caixa. Determine a probabilidade de que uma segunda bola extraída da caixa seja:


a) vermelha


b) branca

13. Suponha que os automóveis têm igual probabilidade de serem produzidos na segunda, terça, quarta, quinta e sexta-feira. A porcentagens de automóveis amarelos produzidos   naqueles dias   da semana são: segunda - 4% ; terça, quarta e quinta - 1%; e sexta - 2%. Se você compra um automóvel amarelo, qual a probabilidade de que ele tenha sido produzido numa segunda feira? 

14. Qual o número mínimo de vezes que se deve lançar uma moeda não tendenciosa para que a probabilidade de se obter alguma coroa seja superior a 0,9?

15. Um dado é lançado até que se obtenha um “seis” pela primeira vez. Qual a probabilidade do número de lançamentos ser igual a um número par? 

9. Variáveis Aleatórias Reais.

Nas seções anteriores estudamos com detalhes os conceitos de experiência aleatória E e de seu conjunto de resultados possíveis, chamado de espaço amostra e representado por S.  Atribuímos a um elemento genérico ei ( S, chamado de evento elementar,  um número pi , chamado probabilidade de ocorrência do evento ei , isto é P(ei) = pi . Da mesma forma, atribuímos a um evento A composto por um ou mais eventos elementares, um número P(A), chamado probabilidade do evento A. Em muitas aplicações da teoria das probabilidades a terminologia “espaço amostra” não aparece explicitamente e muitas vezes nem é necessária.

A maioria  das aplicações da teoria é baseada na noção de variável aleatória real. Geralmente,  é possível representar o resultado de uma experiência por um  ou mais números reais.  O número obtido na face voltada para cima ao se lançar um dado, o número de células em uma cultura, o número de erros de impressão por página de um livro, etc...

Mesmo nos casos em que a característica  observada não é essencialmente numérica, a representação numérica é bastante útil. Na experiência do lançamento de uma moeda os resultados “cara” e “coroa” podem ser representados por 1 e  0, respectivamente. Assim a probabilidade de se obter o número 1 como resultado da experiência é a mesma que obter cara no lançamento da moeda. Similarmente associaremos ao resultado  da experiência do lançamento do dado, os números naturais 1,2,3,..,6.

Sabemos que o objeto fundamental na descrição de um experimento aleatório são os eventos elementares  e ( S. Estes eventos elementares são  os elementos básicos através dos quais os eventos são construídos. É sempre possível associar um número real a cada um dos eventos elementares e o conceito matemático adequado para isto é uma função. Utilizaremos a noção de função para representar os números reais associados aos resultados possíveis de uma experiência aleatória. Esta função, denominada variável aleatória X é uma função tal que;



- o domínio de X é o espaço amostra S



- o contradomínio de X é o conjunto dos números reais R

0 esquema notacional da função X é 
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Exemplo 9.1

Dois dados são lançados. O número X a ser observado é a soma dos pontos obtidos nos dois dados. O espaço amostra da experiência é o conjunto dos 36 pares, ou seja,  
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, e a variável X pode assumir os valores 2,3,4,...,11,12 . Se w1 é o evento elementar que representa o ponto 1 em cada dado, isto é, w1 = (1,1), então X(w1) = 2. Se w2  é o evento elementar que representa o ponto 2 em ambos os dados, então X(w2) = 4. Notemos que X(w3) = 4 também,  se w3 é o evento “1 no primeiro dado e 3 no segundo dado” e  4 também seria o valor observado de X correspondente ao evento elementar “3 no primeiro dado e 1 no segundo dado”. No entanto é importante registrar que quando a variável aleatória X assume o valor 4, é a imagem única da função,  correspondente a 3 pontos distintos de S, quais sejam: (1,3),(2,2) e (3,1) . 

Exemplo 9.2

No lançamento de uma moeda  o espaço amostra é constituído por dois únicos  pontos e  podemos definir a função X da forma:




 X(coroa) = 0   e     X(cara) = 1.

Geralmente,  representaremos as variáveis aleatórias pelas letras maiúsculas finais do alfabeto, X, Y, Z, W, etc ... ou também por letras do alfabeto grego tais como (, (, (, (, (, etc... Quando  se deseja representar o valor assumido pela variável X,  numa particular realização de E,  usamos a letra minúscula x. No  exemplo 9.1 a variável  aleatória X  pode assumir  os valores x = 2,3,......,12. Esta é uma distinção fundamental que deve ser levada em conta no desenvolvimento da teoria e na resolução de problemas. 

Se selecionamos ao acaso um aluno do segundo período com o objetivo de registrar o seu peso, podemos nos referir aos resultados possíveis de X  e    formular várias questões  sobre X tais  como P(X > 75), 
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, P(50 < X < 55), etc.... 

No entanto, uma vez selecionado o aluno e medido o seu peso, por exemplo 68 quilos, escreveremos x = 68. Em vista disto, de acordo com a notação até agora definida,  seria absurdo escrevermos P(x < 53),  pois  x é um número e pode ser maior ou menor do que 53.

Exemplo 9.3 

Consideremos o lançamento de três moedas, com probabilidade de cara igual a p = 1/2. Representemos por X a variável aleatória que se identifica ao número de caras observado. Ora,  então X pode assumir os valores x = 0,1,2,3 e a correspondência entre os eventos elementares de S e o conjunto dos reais, e as probabilidades respectivas, compõem a tabela abaixo:  Obs: H - cara  e  T - coroa   
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	HHH
	3
	p3

	
	HHT
	2
	p2q

	
	HTH
	2
	p2q

	
	THH
	2
	p2q

	
	HTT
	1
	pq2

	
	THT
	1
	pq2

	
	TTH
	1
	pq2

	
	TTT
	0
	q3


Observemos que,  sendo independentes os resultados individuais de cada moeda, a probabilidade de ocorrer cara nas três moedas é igual ao produto da probabilidade do evento cara em cada moeda, e, assim as probabilidades são calculadas. Vale registrar que P(X=1) = 3 ( pq2 porque o  evento (X = 1) é a união dos eventos elementares (HTT),(THT) e (TTH). Em resumo, podemos apresentar as probabilidades dos possíveis valores da variável aleatória Y na tabela abaixo, considerando agora que,  p = q = 1/2 :

	
	x
	P(X = x)

	
	0
	1/8

	
	1
	3/8

	
	2
	3/8

	
	3
	1/8

	
	(
	1


Recordemos que se X assume os valores y =  0,1,2,3 então a probabilidade de X assumir algum desses valores é o evento certo e portanto,  com probabilidade igual a 1. O quadro acima define uma função associada à variável aleatória X, cujo domínio é o conjunto de valores possíveis de X e contradomínio o intervalo [0,1] contido no conjunto dos números reais R. Esta é a chamada  função de probabilidade de X, que será estudada adiante, com maiores detalhes.

Definição 9.1   

Seja E uma experiência aleatória com espaço amostra S. Seja X uma função que associa  cada ponto e ( S um número real x ( R, ou seja X(e) = x. A função X é chamada variável aleatória se , e somente se, o evento (X ( x) tiver probabilidade definida para todo real x. 

A definição acima é importante pois a probabilidade P(X ( x), é claramente uma função de x , denominada função de distribuição de probabilidades de X (f.d.p.), que representaremos por:
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Reportando ao exemplo 9.3, calcularemos alguns valores de F(x). Por exemplo,  o evento B = “o número de caras é menor ou igual a 1,7” tem probabilidade igual a 4/8, pois:
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Da mesma forma que calculamos a f.d.p.  no ponto x = 1,7 , podemos calcular para todo x ( R. Registremos que o ponto x = 1,7  é  um valor cuja probabilidade de ocorrer é zero, e , no entanto,  a f.d.p é definida para este x.

Se F(x) é definida para todo x real,  podemos por exemplo, calculá-la para x = -2,306. Observemos que F(-2,306) = P(X ( -2,306) = 0.  Outro exemplo conveniente é calcular a F(x) para um real “suficientemente grande”, por exemplo x = (1000)1000 . 

É imediata a conclusão que, neste caso F(x) = 1, pois, 
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dado que o intervalo considerado contém os pontos 0,1,2 e 3 com probabilidades não nulas e iguais a 1/8, 3/8, 3/8 e 1/8, respectivamente.

Visto isto, podemos, a partir da função de probabilidade do exemplo 9.3 construir a seguinte função de distribuição:
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Propriedades da função de distribuição F(x).

1.   A função de distribuição de uma variável aleatória X é limitada no intervalo [0,1], isto é,  
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. Esta propriedade decorre do fato de que, por definição,  F(x) é uma probabilidade.  

2.   A função de distribuição é não decrescente, ou seja,  dados os pontos x e x+h, sendo (h > 0), então  
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3.  
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4. 
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5. Se a e b (a < b), são dois reais quaisquer, 
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Prova:

Consideremos os eventos A = (X( a) e B = (a < X ( b). É obvio que (A(B) = (X ( b) e (A(B) = (. Portanto,
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Similarmente  podemos demonstrar que para ((0,




[image: image451.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

PaXbF(b)F(a)

PaXbFbFa

PaXbFbFa

<<=-Î-

££=--Î

£<=-Î--Î

 

6. A função de distribuição F(x) é contínua à direita, isto é:



F(x) = F(x+(),  
((0.

Prova: 

Vide:  Probability and Statistics, M.H. DeGroot, 2a Edition, sec 3.3.

Variáveis Aleatórias do Tipo Discreto.

Os exemplos 9.1, 9.2 e 9.3  estudados tratam do que chamamos variáveis aleatórias do tipo discreto porque o contradomínio de X é um conjunto discreto.   No exemplo 9.1,   

x = 2,3,...,12 , no exemplo 9.2, x = 0,1  e no exemplo 9.3, x = 0,1,2,3. Nos três casos constatamos que X assume valores em conjuntos com um número finito de valores.

Adiante estudaremos outras variáveis aleatórias que assumem valores em um conjunto discreto, mas com um número infinito de pontos. Por exemplo, se registrarmos o número de veículos que passam por um posto de pedágio de uma rodovia, durante o intervalo de tempo de 5 minutos, estaremos considerando que este número X é uma variável aleatória que assume os valores x = 0,1,2,3,..... É evidente que raramente registraremos em um tempo tão curto a passagem de um grande número de veículos. No entanto, na maioria dos casos, a extensão infinita do conjunto de valores x’s  proporciona a determinação de modelos  matemáticos mais simplificados para  representar o fenômeno em estudo.

Definição 9.2

Seja X uma variável aleatória real definida a partir de uma experiência aleatória E. Dizemos que X é uma variável aleatória do tipo discreto se, e somente se , o seu contradomínio é um conjunto finito ou infinito mas numerável de pontos. 

Função de Probabilidade de X.

Definição 9.3

Seja X uma variável aleatória real do tipo discreto e seja 
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  um ponto genérico de seu domínio. A cada 
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  associaremos um número 
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 denominado probabilidade de xi  satisfazendo as seguintes condições:
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A probabilidade 
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 para i = 1,2,3,..... define o que chamamos de função de probabilidade da variável aleatória X.

Nota 1:

A notação acima não é a mais geral possível. Se, por exemplo,  X assume o ponto obtido no lançamento de um dado,  então  i = 1,2,...,6.

Nota 2:

Em se tratando de uma variável aleatória X  do tipo discreto, muitas vezes indicaremos as suas determinações pelas letras k, i, j,.... em vez das letras minúsculas x,y,z,..... 

Exemplo 9.4 

Consideremos o exemplo 9.1 desta seção. A variável X se identifica soma dos pontos obtidos no lançamento de dois dados e assume os valores k = 2,3,..,12.Construir a função de probabilidade de X significa calcular P(X = k) para todo k. Analisando o espaço amostra constituído por 36 pares podemos descrever a função de probabilidade de X através da tabela que segue:

	
	k
	P(X=k)

	
	2
	1/36

	
	3
	2/36

	
	4
	3/36

	
	5
	4/36

	
	6
	5/36

	
	7
	6/36

	
	8
	5/36

	
	9
	4/36

	
	10
	3/36

	
	11
	2/36

	
	12
	1/36


Esta função pode ainda ser representada por uma expressão analítica,
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          k =  2,3,4,...,12  

Exemplo 9.5

Consideremos o exemplo 9.2. A variável X assume os valores 0 e 1 conforme a moeda  apresente face coroa ou cara, respectivamente,  e a função de probabilidade de X, considerando que P(coroa) = P(cara) = 1/2,  pode ser expressa como:
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Exemplo 9.6

A função de probabilidade da v.a. X que se identifica com  o ponto obtido no lançamento de um dado é:
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Exemplo 9.7

Consideremos a experiência que consiste em lançar uma moeda perfeita sucessivamente, e seja X a v.a. que se identifica ao número de lançamentos (ou  provas) realizados até que ocorra face cara pela primeira vez. 

A variável aleatória  X assume os valores j = 1,2,3,..... e a probabilidade de X assumir o valor 1 é a mesma que ocorrer face cara no primeiro lançamento, ou seja P(X = 1) = 1/2. 

Considerando que as provas são independentes, a probabilidade do evento (X = 2) é a mesma que ocorrer coroa na primeira prova e cara na segunda , e assim sucessivamente, a expressão analítica da função de probabilidade da v.a. X é :
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Claramente esta é uma função de probabilidades pois:

-   
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Função de Distribuição de X, do tipo discreto.

 Recordemos que a função de distribuição de uma variável aleatória  X é definida pela probabilidade do evento (X ( x), e que, para calculá-la no ponto x devemos somar as probabilidades dos pontos que tem probabilidade não nula no intervalo 
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Definição 9.4

Seja X uma variável aleatória com função de probabilidade 
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A função de distribuição de probabilidades de X, no ponto x, é dada por:
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Exemplo 9.8

Considere a seguinte função de probabilidade de um v.a. X:

	
	x 
	0
	1
	2
	3

	
	P(X=x)
	0,3
	0,4
	0,2
	0,1


A função de distribuição de X é então:
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Exemplo 9.9

Considere a função de probabilidade definida no exemplo 9.7, e calcule a função de distribuição correspondente.
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    x = 1,2,3,.....

Nota: 

A função de distribuição F(x) é definida para todo x ( R. No entanto a função acima está estabelecida apenas para os pontos de probabilidade não nula. Esta é a apresentação usual na maioria dos livros. Para atender a definição rigorosamente, teríamos que apresentar a expressão analítica também válida para todos os reais x. Uma solução para este problema consiste em definir a notação [x] = “o maior inteiro contido no intervalo (-( ; x]. Exemplificando,  [2,37...] = 2.

Desta forma podemos escrever 
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Esta fórmula nos dá o valor de F(x) para todo real x, como por exemplo x = 2,37..., conforme se vê abaixo,



F(2,37...) = 
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Função de Probabilidade de X, calculada a partir de F(x).

Seja X  uma variável aleatória do tipo discreto assumindo valores 
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 sua função de distribuição. Escrevemos então que, 
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Exemplo 9.10
Consideremos  exemplo 9.3, e apliquemos o procedimento acima para calcular as probabilidades dos pontos  x = 0, 1, 2, 3  que definem a função de probabilidade de X e para os pontos -3 , 12 e  1,98 que têm probabilidade nula.
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Variáveis Aleatórias do Tipo Contínuo.

Na seção anterior tratamos do estudo de variáveis aleatórias do tipo discreto, ou seja , aquelas que assumem valores em um conjunto finito ou infinito mas numerável. Contudo, existem variáveis aleatórias cujo conjunto de valores possíveis não é numerável. Vários exemplos podem ser mencionados:



- tempo de vida de uma lâmpada



- tempo gasto no trajeto entre dois pontos A e B 



- peso de um aluno selecionado aleatoriamente em turma



- altura de um elemento escolhido ao acaso de uma população

Nos exemplos citados,  as variáveis tempo, peso e altura são claramente medidas contínuas. Na prática, entretanto, quando registramos a idade de uma pessoa, por exemplo 53 anos,  o fazemos usando o número inteiro 53 pertencente a um conjunto discreto, no caso infinito numerável. No registro da idade poderíamos ser mais precisos se registrássemos 53,5 (53 anos e 6 meses)  e ainda assim esta idade pertence a um conjunto discreto (dos reais com 1 decimal). Se a pessoa tem precisamente 53 anos, 5 meses e 15 dias , registraríamos 53,452 (19510 dias/365), que também pertence a um conjunto de números reais, discreto, com três casas decimais. E assim por diante, se desejássemos registrar a idade da pessoa com precisão ainda maior, faríamos  idade  = 
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    , onde t1  é o instante do nascimento e t2 o instante da observação em questão.  Concluímos então que idade é uma variável contínua, que pode ser teoricamente medida por um número real, embora não tenhamos essa condição na prática, pois inexiste um dispositivo de medida que proporcione uma precisão de infinitas casas decimais.

O conjunto dos números reais é apropriado para representar estas medidas porque é um conjunto denso.

Definição 9.5

Dizemos que uma variável aleatória X é do tipo contínuo se existe uma função não negativa f(x), definida para todo x ( R, tal que para todo intervalo I ( R, 
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A função f(x) é chamada função de densidade de probabilidade da variável aleatória X.

Propriedades da função de densidade.

1.  Como a integração de f(x) em algum intervalo produz uma probabilidade, então,



 f(x) ( 0.

2.  Como X assume algum valor em um intervalo de R, então,
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3.  Se I = (a,b), então, 
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4.  Sendo X uma variável contínua, 
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5.  Se I = (a,a), então, 
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Obs 1:
Em outras palavras, se X é uma variável aleatória contínua, a probabilidade dela assumir um fixado valor x  é ZERO. A probabilidade de selecionar um aluno de uma determinada turma,  que tenha exatamente 24 anos  é nula. 

Obs 2: 

Imaginemos que uma variável aleatória assuma valores no intervalo (0,1) e que todos os pontos do intervalos sejam equiprováveis. Se, inadvertidamente, usarmos a fórmula do cálculo de probabilidade definida para espaços amostrais finitos com elementos equiprováveis , concluiríamos que todos os pontos tem probabilidade zero de ocorrer, porque o “espaço amostra” contém infinitos pontos. 

Exemplo 9.11

Suponha que X seja uma variável aleatória  contínua com função de densidade dada por
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Calcule a constante c e P(X>1/2).

Solução:
Visto que f(x) é uma função de densidade, então segundo a propriedade 2, devemos ter
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Assim, 
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Gráfico de f(x)

A probabilidade P(X > 1/2) corresponde à área sob a curva f(x) no intervalo  (1/2,1). 

Função de Distribuição de X, do tipo contínuo.

 Recordemos que a função de distribuição de uma variável aleatória  X é definida pela probabilidade de X pertencer ao intervalo 
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, e que, para calculá-la no ponto x, de acordo com a propriedade (3) devemos integrar a função de densidade f(x) no correspondente intervalo, ou seja
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  onde 
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 é a função de densidade de X

Exemplo 9.12

Suponha que X tenha densidade conforme exemplo 9.l1. Os seguintes procedimentos devem ser observados no cálculo da função de distribuição de X .

1º passo:

Calcular F(x) para valores de x no intervalo 
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2º passo:

Calcular F(x) para valores de x no  intervalo 
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3º passo:

Calcular F(x) para valores de x no  intervalo 
[image: image492.wmf](x1)

³

 


[image: image493.wmf](

)

(

)

01x

2

01

Fx0dt12t1tdt0dt1

-¥

=+-+=

òòò


Em resumo, a função de distribuição de X é,
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A função de densidade obtida a partir da Função de Distribuição.

Se X é uma variável aleatória do tipo contínuo, então 
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Consideremos os pontos 
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 do  conjunto dos reais conforme a figura abaixo
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A probabilidade de X pertencer ao intervalo acima, segundo a propriedade 5  da função de distribuição é 
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  Denominemos por G(x) a razão entre esta probabilidade e a amplitude do intervalo em questão, isto é
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A função G(x) pode ser interpretada como  uma “probabilidade média” associada a todo  ponto x no intervalo (x ; x + (x], pois a probabilidade total do intervalo foi dividida pela amplitude do mesmo. 

Se fizermos 
[image: image500.wmf]x0

D®

, o intervalo (x ; x + (x] se identifica ao ponto x,  e a função G(x) neste limite, representa o que chamamos de densidade no ponto x, que representaremos por f(x).





[image: image501.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x0x0

FxxFx

fxlimGxlimFx

x

D®D®

+D-

¢

===

D






[image: image502.wmf](

)

(

)

Fxfx

¢

=


Exemplo 9.13

Seja X uma variável aleatória contínua com função de densidade dada por
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Obtenha a função de distribuição de X, e verifique se 
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1. Cálculo de F(x).

De acordo com a definição, 
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  i) se x< 0 
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 ii) se 0 ( x < 3
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iii) se
x ( 3
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Resumindo, 
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Derivando-se F(x) em relação a x, obtemos,




i )  se x < 0       (   f(x) = 0




ii)  se 0 < x < 3 (   
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iii) se x > 3       (   f(x) = 0

Assim, confirmamos a teoria, ou seja 
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Exemplo 9.14

Suponha que a v. a. X tem função de distribuição dada por:
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Obtenha a função de densidade da variável X e calcule P(X > 0).

Cálculo de f(x).




i)   se  x < 3 ( 
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ii)  se  x ( 3 ( f (x) = 0

Cálculo de P(X > 0).

1a Solução:  Usando propriedade da função de densidade.
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2a Solução:
Usando a F(x).
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Exemplo 9.15

Seja X uma v.a do tipo contínuo com função de densidade abaixo
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Calcule a constante c e as probabilidades P(X>1) e P(0<X<1,5).

i)        
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ii)       
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Observe que 
[image: image519.wmf](

)

(

)

1

2

0

31

PX1xdxP(X1)PX11

88

<==Þ<+>=

ò


iii)      
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Exemplo 9.16

Um ponto é escolhido aleatoriamente no intervalo real (1,10). Qual a probabilidade de que este ponto pertença ao intervalo (1,2).

Se X é um ponto escolhido aleatoriamente num intervalo,  a densidade da variável aleatória X é uma constante no intervalo . 

Assim X tem função de densidade constante no intervalo (1,2), isto é
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Logo
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. Desta forma calculamos a probabilidade pedida integrando f(x) no intervalo (1,2), ou seja 
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Exemplo 9.17

Considerando a mesma experiência do exemplo 9.16 seja Y = [X], onde [X] é o maior inteiro contido no intervalo (-(: X], vamos determinar a função de distribuição de Y.

Solução:
Se por exemplo, X assume o valor 2,78 isto implica que Y assume o valor 2. Se X assume o valor 8 isto implica que Y assume o valor 8, etc... A v.a. Y assume então as determinações y = 1,2,3,....,9 e a probabilidade 
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     y = 1,2,...,9

A função de distribuição será igual a 
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E rigorosamente, como vimos anteriormente,
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Exemplo 9.18

Um ponto x é escolhido aleatoriamente em um segmento de linha de comprimento L. Determine a probabilidade de que a razão entre o menor e o maior segmento, delimitados por x,  seja menor do que 1/4.

Solução:

Se X é a variável aleatória que representa o ponto escolhido, então X tem função de densidade igual a uma constante no intervalo (0,L) e  f(x) = c se 0<x<L e zero em caso contrário. O valor da constante c é calculado da forma
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Assim,  a densidade de X é dada por 
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Seja agora Y a v.a. que se identifica com a razão entre o menor e o maior segmento formados a partir da observação x, e considere que o evento  (Y<1/4) pode ser decomposto sob a forma de união de dois eventos mutuamente exclusivos e exaustivos como segue,
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Assim, calculamos finalmente a probabilidade pedida,
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Exemplo 9.19

A densidade de uma v.a. X é dada por
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Determine a função de distribuição de X e calcule P(X>2/X<5).

Cálculo de F(x).

i)    se x <  0 (  F(x) = 0

ii)   se x (  0 ( 
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Resumindo,




[image: image535.wmf](

)

x

0x0

Fx

1ex0

-

<

ì

=

í

-³

î


Cálculo da probabilidade P(X>2/X<5).
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Exemplo 9.20

A quantidade de pães (em centenas  de gramas) que uma certa padaria é capaz de vender em um dia é uma variável aleatória com densidade dada por
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Determine o valor de A de tal forma que a função acima seja realmente uma função de densidade e calcule a probabilidade de que  número de gramas que serão vendidos amanhã seja:




a) maior  que 500 gramas



b) menor que 500 gramas



c) entre 300 e 800 gramas

Solução:
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a) 
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b) 
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c) 
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Variável Aleatória do Tipo Misto.

Até então estudamos  variáveis aleatórias do tipo discreto ou do tipo contínuo. No entanto,  em particulares modelos empíricos podemos encontrar variáveis que assumem valor (es) em um conjunto discreto e também em intervalo (s)  real (ais). 

A distribuição de probabilidades de uma variável deste tipo, chamada variável aleatória do tipo misto deve considerar um modelo que  forneça  probabilidades   em relação aos pontos do conjunto discreto e densidades  em relação ao(s)  intervalo(s) real(ais).  

Definição 9.6  -  Um exemplo de variável aleatória  do tipo misto

Seja X uma variável aleatória do tipo misto, assumindo valores no conjunto 

D = (
[image: image542.wmf]12n

x,x,...,x

), com respectivas probabilidades 
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 , i =  1,2,...,n e no intervalo  

C = (a,b) dos números reais. Chama-se  função de probabilidade/densidade de X, que representaremos por H(x), à função
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que satisfaça as seguintes propriedades:




a) 
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b) g(x) ( 0




c) 
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Dadas as características da v.a. XM sua função de distribuição é construída com segue:



i) se x < x1 


F(x) = 0



ii) se 
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F(x) = 
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   ,  i = 1,2,...,n



iii) se xn ( x < a

F(x) = p = 
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iv) se a ( x < b
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v) se x ( b
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Obs: O modelo de distribuição mista apresentado é certamente um caso particular  pois 
[image: image553.wmf]12n

xx...xab

<<<<<

. Estabelecer um caso geral implicaria num  fatigante desenvolvimento notacional. A título de treinamento sugerimos o estabelecimento da F(x) quando por exemplo 
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Exemplo 9.21
Suponhamos que um cliente se dirija a uma agência bancária a procura de algum serviço. É obvio que ao chegar ao posto de atendimento na agência (caixa, balcão, gerência, etc ...), o cliente pode ser imediatamente atendido ou se posicionar em uma fila de espera, aguardando seu atendimento.

Seja  X a variável aleatória que se identifica ao tempo de espera na fila que o cliente levará até começar o seu atendimento. Claramente devemos atribuir uma probabilidade ao ponto x = 0, ou seja P(X = 0) = p,  que representa a probabilidade do cliente chegar ao ponto de serviço, não haver fila,  e,  ser prontamente atendido. Se, ao contrário, a v.a. X assume valores no conjunto dos reais positivos,  definiríamos uma função g(x) para descrever a distribuição de X para valores x > 0, de tal forma que 
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Exemplo 9.22

Suponha-se que desejamos testar a duração de vida T, de um dispositivo eletrônico (válvula, lâmpada, pilha, etc..). Em geral descreveremos a variável em questão como sendo do tipo contínuo, com uma especificada densidade. No entanto podem surgir situações nas quais existe uma probabilidade não nula do dispositivo não funcionar no instante inicial do teste, ou seja, P(T= 0) = p. 

10. Média de uma Variável Aleatória X.

Um dos conceitos mais importantes da teoria das probabilidades é o de média (ou valor esperado) de uma variável aleatória.

Definição 10.1


Se X é uma variável aleatória do tipo discreto com função de probabilidade 
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 então sua média , representada por E(X),  é dada por
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Se a variável aleatória X assume valores em um conjunto finito, a soma definida é constituída por um número finito de parcelas e neste caso E(X) existe sempre. Se no entanto X assume valores em um conjunto infinito mas numerável, a soma em questão consiste numa soma de  uma série infinita de termos. Dizemos que E(X) existe, se a soma definida em E(X) é absolutamente convergente, isto é, se e somente se 
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Exemplo 10.1
A variável aleatória  X que representa o ponto obtido na experiência do lançamento de um dado tem média igual a 
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Este exemplo é bem conveniente para constatar que a média de uma variável aleatória X não necessariamente é um valor possível de X.



Definição 10.2

Se X é uma variável aleatória do tipo contínuo com função de densidade f(x), então sua média é calculada por 
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As mesmas considerações sobre a existência ou não de E(X),  neste caso,  são análogas ao caso discreto. Assim, E(X) existe se, e somente se, a integral em questão for absolutamente convergente, isto é
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Exemplo 10.2

A v.a. X tem densidade f(x) = 6x(1-x), se 0 < x < 1  e ZER0 em caso contrário. Então





[image: image562.wmf](

)

(

)

1

1

34

0

0

xx1

EX6x.x1xdx6

342

æù

=-=-=

ç

ú

èû

ò


Exemplo 10.3

Seja X uma variável aleatória com função de probabilidade dada por 
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Exemplo 10.4

Seja X uma variável com função de densidade f(x) = 1/2  se     0 < x < 2 e ZERO em caso contrário. Sua média é 
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Exemplo 10.5

Em seção posterior iremos estudar as principais variáveis aleatórias do tipo contínuo e, dentre elas, a variável aleatória Normal de parâmetros m e ( , cuja média m, calcularemos agora,  com o objetivo de fixar este  procedimento de cálculo. Se X tem distribuição normal de parâmetros m e 
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, sua função de densidade é da forma
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Daí temos que:

[image: image568.wmf](

)

(

)

2

2

xm

2

1

EXxedx

2

-

+¥

-

s

-¥

=

sp

ò


Fazendo-se x = x- m + m na integral acima, 
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Façamos agora w = x - m,  na primeira integral, notando que dw = dx,
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Observamos que a integral na primeira parcela é nula, visto que a função integrada é ímpar.

Logo, 
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  ( E(X) = m

Exemplo 10.6

Seja X uma variável aleatória com densidade dada por
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Esta variável aleatória, chamada variável aleatória de  Cauchy, não tem média.

Neste ponto, introduziremos algumas noções de transformadas de variáveis aleatórias (ou funções de variáveis aleatórias), que nos permitirão seguir no desenvolvimento da presente seção. Este assunto deverá ser discutido com maior profundidade no volume II. 

Transformadas de variáveis aleatórias discretas:

Admitamos que X tenha função de probabilidade 
[image: image573.wmf]P(x)P(Xx)
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 e consideremos a transformada de X, da forma Y = G(X).

Exemplos:



a)  Y = 3X+2    b)  Y = 5X     c)  Y = ln X    d)  Y = X2      e)   Y = eX      
Cálculo da função de probabilidade da transformada de X.

10 Caso:  

Suponhamos que G(X) estabeleça uma correspondência biunívoca entre os pontos x e y.  Neste caso, obtemos a função de probabilidade de Y como segue:





[image: image574.wmf](

)

(

)

1

P(y)PYyPXgy

-

éù

====

ëû


Exemplo 10.7

Seja  X   com  função de  probabilidade  P(X = x) = 1/4, x = 0,1,2,3  e Y = 2X+1. De acordo com a fórmula acima, obtemos por exemplo, considerando que  
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20 Caso:

Se G(X) não estabelece uma correspondência biunívoca entre os pontos x e y, então:
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Exemplo 10.8

Seja X  uma variável aleatória do tipo discreto com função de probabilidade dada por  P(x)=1/5, x = -2,-1,0,1,2 e consideremos a transformada Y = G(X) = X2.
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Exemplo 10.9

Seja uma v.a. X com função de probabilidade 
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 e seja a  transformada Y = X+3. Vamos obter a função de probabilidade de Y.

Solução:

 x = 
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 Média de uma função da variável aleatória X.

Teorema 10.1

Para toda variável aleatória real X,
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Nota: A demonstração está disponível no Apêndice I

Exemplo 10.10

A título de ilustração vamos calcular a média da variável aleatória estudada no exemplo 10.2 utilizando o Teorema 10.1. Conforme o Apêndice I, se X é uma variável aleatória não negativa, 
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Calculemos então a probabilidade  considerada na integral, isto é,
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Aplicando o teorema, 
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Teorema  10.2

Seja X uma variável aleatória real e seja Y = g(X) uma função qualquer de X. Então,



a) 
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 se X é do tipo discreto, e



b) 
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 se X é do tipo contínuo.

Nota: A demonstração está disponível no Apêndice I

Este teorema mostra que podemos calcular a média de Y = g (X), usando a função de densidade (ou de probabilidade se for o caso) da variável origem da transformada, dispensada portanto a busca da distribuição Y.

Exemplo 10.11

Seja X a variável aleatória que se identifica ao número de caras obtido no lançamento de duas moedas. Assim , X assume os valores x = 0,1,2 com respectivas probabilidades 1/4, 1/2 e  1/4, e sua média é E(X) = 1, ou seja,
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Consideremos a seguir  a variável aleatória Y = X2.  Esta v.a.  assume os valores y = 0, 1, 4 , com respectivas probabilidades 1/4, 1/2 e  1/4, ou seja, as mesmas probabilidades dos três valores possíveis de X. A tabela abaixo ilustra a correspondência em  questão

	
	x
	P(X=x)
	y
	P(Y=y)

	
	0
	1/4
	0
	1/4

	
	1
	1/2
	1
	1/2

	
	2
	1/4
	4
	1/4


A média de Y é 
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Este cálculo segue o procedimento até então desenvolvido nos exemplos anteriores. No entanto,  podemos calcular a E(Y) utilizando a função de probabilidade de X, ignorando a função de probabilidade de Y, de acordo com o Teorema 10.2.
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Transformada de uma variável aleatória contínua -  um exemplo.

Exemplo 10.12
Seja X uma v.a. com densidade 
[image: image592.wmf](
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, e zero em caso contrário. Calculemos a seguir a média da variável transformada  Y = X+3.

Solução:

Em primeiro lugar determinaremos  a função de densidade da v.a. Y, e, para isto,  vamos partir de sua função de distribuição, 
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Derivando-se ambos os membros em relação a y, temos
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Substituindo-se x por y-3 na densidade f(x), 
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Calculemos a seguir a média de Y, 
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Calcularemos  agora a mesma média sem usar f(y),  e sim f(x), ou seja, calcularemos a média de Y =  X+3, utilizando o Teorema 10.2, 
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Propriedades da média de uma variável aleatória X.


 i)  A média de uma soma de variáveis aleatórias é igual à soma das médias dessas variáveis, ou seja, se 
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ii)  A média de uma constante C multiplicada por uma variável aleatória é igual à constante vezes a média da variável aleatória, ou seja
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iii)   A média de uma constante C é a própria constante




E(C) = C

iv)   Se X tem média igual a ( e Y = aX + b, então E(Y) = a(+b.

11. Variância de uma variável aleatória X.

A média de uma variável aleatória real  X, embora seja uma das principais características de X, proporciona apenas uma  informação sobre o posicionamento da distribuição de probabilidades de X no eixo do conjunto dos reais.  A média de X pura e simplesmente, não nos permite uma análise do comportamento do fenômeno em torno da própria média ou em intervalos afastados da média. 

Uma das  análises do comportamento da distribuição de X é feita através de outras características denominadas momentos de ordem s da variável aleatória X.  A teoria sobre  momentos de uma variável aleatória  será desenvolvida em seção  posterior. No entanto para dar continuidade ao objetivo desta seção,  anteciparemos o estudo de dois daqueles momentos.

Definição 11.1

Chama-se momento ordinário de segunda ordem de uma v.a. X, ao valor esperado da função G(X) =X2 . 

- Se X é uma v.a. do tipo discreto,
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- Se X é do tipo contínuo,
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Definição 11.2

Chama-se momento central de segunda ordem ou variância de  uma variável aleatória X, ao valor esperado da função G(X) = 
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. A variância de X será representada por V(X) ou VAR(X) ou ainda por 
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- Se X é do tipo discreto, 
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 - Se X é do tipo contínuo,  
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Obs: 

Uma fórmula muito útil para calcular a variância de X é a que segue abaixo
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De forma que a variância de X é obtida pela diferença entre a média do quadrado de X e o quadrado da média de X.  

Obs: 

A variância de X é expressa em unidades quadradas de X. Se X é uma variável aleatória que se identifica ao peso de um indivíduo então a VAR(X) é expressa em “peso ao quadrado”. Por este motivo definiremos o que se chama desvio de padrão de X. 

Definição 11.3

Seja X uma variável aleatória  com média E(X) e variância VAR(X).Chama-se desvio padrão de X ao valor 
[image: image609.wmf]X
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, calculado por  
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Exemplo 11.1

O exemplo a seguir ilustra a importância da variância de uma distribuição em termos da análise do comportamento de X em torno de sua média. Consideremos duas variáveis aleatórias  X e Y com funções de probabilidades abaixo, 




[image: image611.wmf](

)

(

)

100

1

PXk              k0,1,2,...100

101

100

1

PYj       j=0,1,2,...,100

j

2

===

æö

==

ç÷

èø


Calculemos agora as médias de X e Y,
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Calculemos agora a variância e o desvio padrão  de X, e para isto determinemos inicialmente seu  segundo momento ordinário
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VAR(X) =
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[image: image615.wmf]X

85029,155

s==

.

A variância de Y é igual a 100(1/4 = 25, conforme veremos na seção 12 e por consequência  
[image: image616.wmf]Y
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s=

.

As  médias de X e Y são iguais a 50, mas o desvio padrão de Y (
[image: image617.wmf]Y

5

s=

) é muito menor do que o de X (
[image: image618.wmf]X

29,155

s=

). Isto indica que a distribuição de probabilidades de Y está “mais concentrada em torno  de 50 do que a de X”.

Calcularemos agora, como ilustração, a probabilidade  de ambas as variáveis assumirem um valor no conjunto A =[49,50,51]. 
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Verificamos que a concentração - em torno dos três valores centrais - das distribuições de X e de Y são aproximadamente iguais a   2% e 23%, respectivamente.  Esta diferença,  é consequência da grande diferença apresentada pelos desvios padrões das duas variáveis.

Propriedades da variância de X. 

Sendo a VAR(X) calculada através da média de uma função de X, suas propriedades são derivadas das propriedades da média vistas anteriormente.

i)   A variância de um constante C é igual a ZERO. 
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ii)  A variância de uma constante C vezes uma vaviável aleatória é igual à constante ao quadrado multiplicada pela variância da variável aleatória.
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iii) A variância de X+ C é igual à variância de X.
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iv)   Se a e b são duas constantes, a variância de aX+b é igual a  a2VAR(X).  
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v) Se X e Y forem variáveis aleatórias independentes (*), então 
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(*) O que são duas variáveis aleatórias independentes? Na seção 8 estudamos  a noção de eventos independentes, e vimos que se dois eventos A e B são independentes então P(A(B)=P(A)P(B). O estudo de variáveis aleatórias independentes não é proposto para o programa de Cálculo de Probabilidades I (Volume I). Em Cálculo de Probabilidades II (Volume II) estudaremos as variáveis aleatórias multidimensionais e particularmente as variáveis aleatórias  bidimensionais representadas genericamente  por (X,Y) e veremos que se X e Y são independentes a função de densidade de (X,Y) denotada por f(x,y) é igual ao produto das funções de densidades f(x) e f(y), isto é f(x,y)=f(x)f(y) ou P(x,y)=P(x)P(y).

 Ainda no Volume II, definiremos características de variáveis aleatórias bidimensionais (X,Y), tais como média de uma função G(X,Y), momentos ordinários e centrais de (X,Y), etc... Uma especial característica de uma v.a. bidimensional (X,Y) chama-se covariância, que representamos por  COV(X,Y) , e calculamos como segue
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   ou
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Se as variáveis X e Y são independentes prova-se que 
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Passaremos agora à prova da propriedade (v),
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Assim, temos que 
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Se, no  entanto X e Y forem variáveis aleatórias independentes, COV(X,Y)=0 e, então, 
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Exemplo 11.2

Consideremos a v.a do exemplo 10.12, onde calculamos E(X) = 2/3.
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ou alternativamente,
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Exemplo 11.3

Calculemos a variância da v.a. definida no exemplo 10.3, cuja média, já calculada é E(X) = (.

Primeiramente a média da função G(X) = X(X-1).
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Fazendo-se j = k- 2, obtemos,
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Finalmente calculamos a variância de X,
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12. Principais Variáveis Aleatórias do Tipo Discreto.

Distribuição Uniforme Discreta.

Suponha que um número seja  escolhido ao acaso entre os inteiros de 1 a N. O esquema de seleção nos indica que os resultados da experiência aleatória  são equipróváveis e portanto, se representarmos por X a variável aleatória que se identifica ao número selecionado, temos.
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Um exemplo clássico de variável aleatória assim modelada é a variável aleatória X que assume o ponto obtido no lançamento de um dado perfeito, 
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Cálculo da média. 
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Obs: Como vimos no Exemplo 10.1, 
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Cálculo da variância.



Calculemos inicialmente o segundo momento central.
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De forma que
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Cálculo da função de distribuição.

Conforme Definição 9.4, 
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Calculemos F(x) passo a passo,

- 
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, já que nenhum ponto x naquele intervalo tem probabilidade não nula, 

- se 
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 ¸já que o ponto x =1, com probabilidade 
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 pertence ao domínio da somação,   

- se 
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, já que os pontos x = 1 e x = 2, ambos com probabilidade 
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  pertencem ao domínio da  somação,

e assim, sucessivamente,

----------------------------------------------------------

- se 
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, já que os pontos 1,2,....,N-1 ,  todos com probabilidade 
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 pertencem ao domínio da  somação.

- 
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,  já que todos os pontos com probabilidade não nula pertencem ao domínio da somação.

Um expressão analítica conveniente – vide Exemplo 9.9 – seria,
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Um sistema – no sentido mais amplo possível – que assume uma única característica numérica, não pode ser chamado de modelo probabilístico, pois uma das condições definidoras de uma experiência aleatória é o desconhecimento a priori de seu resultado. 

No entanto, no desenvolvimento de teorias mais avançadas do que esse curso, algumas vezes precisaremos estudar o que chamamos de “variável aleatória quase certamente igual a uma constante c”.  Este modelo pode ser chamado de variável aleatória “degenerada” pois sua estrutura conflita com os  conceitos e as definições até então estudados.

Sob este contexto,  para uma “variável aleatória X,  certamente igual a uma constante c” podemos sugerir:
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Se uma variável aleatória é do tipo contínuo a probabilidade de X assumir um valor x qualquer no conjunto dos reais é ZERO, como já discutido. Se uma variável aleatória X é do tipo discreto  assumindo apenas dois valores no conjunto dos números reais,  concluímos então que é a mais simples variável aleatória possível de definição.   

Distribuição de Bernoulli.

Suponha que uma experiência aleatória consiste na simples observação de um evento A. Se A ocorrer dizemos que ocorreu sucesso, e , em caso contrário dizemos que ocorreu fracasso. 

Na prática este tipo de modelo é adequado para representar fenômenos do tipo “sim ou não”, defeituoso ou não defeituoso”, cara ou coroa” , etc... Em geral, é conveniente associar à ocorrência do evento A o número 1 e à ocorrência do evento 
[image: image656.wmf]A

 o número 0. 

Tradicionalmente denotamos a probabilidade de    sucesso por p, ou seja P(A) = p   e por 

q = 1-p a probabilidade de fracasso, ou seja 
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,  de tal forma que p + q = 1. 

Definição 12.1
Dizemos que a variável aleatória X tem Distribuição de Bernoulli (p) se X assume os valores 0 e l com respectivas probabilidades q e p.

A função de probabilidade da v.a. de Bernoulli(p) é da forma,
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Cálculo da média.
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Cálculo da variância.  
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Função de distribuição.
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A variável aleatória de Bernoulli (p) é largamente  aplicada em variáveis dicótomas , isto é,  aquelas que assumem dois valores, como por exemplo, face obtida no lançamento de uma moeda, observação do sucesso ou fracasso de um acontecimento, inspeção de uma peça defeituosa ou não defeituosa, indicação do sexo de uma pessoa, etc...

Definição 12.2

Chama-se Sequência de Provas de Bernoulli (SPB),  à realização de sucessivas provas independentes acerca de um evento A, que tem probabilidade constante igual a p, de ocorrer em cada prova. 

Distribuição Binomial.

Consideremos a realização de uma sequência de n provas de Bernoulli (p), conforme Definição 11.2, isto é, em cada prova observamos uma variável de Bernoulli (p), e, ao final obtemos como resultado da experiência  uma sequência  de números 0 e l. A soma destes resultados é a frequência absoluta do evento A nas n provas.

Definição 12.3

Dizemos que a variável aleatória X tem Distribuição Binomial (n,p) se X se identifica à frequência absoluta de um evento A, na realização de uma sequência de n provas de Bernoulli .

A função de probabilidade de X é dada por
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Prova 1:  (Demonstração por indução finita)

i) Se n =1, temos o caso especial de  apenas uma prova de Bernoulli, e
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Assim,  a variável aleatória de Bernoulli (p) é um caso particular da variável aleatória  Binomial (n,p), quando realizamos apenas 1 prova, isto é n = 1. 

ii) Se n = 2, a v.a. X Binomial (2,p) assume os valores k = 0,1,2 , ou seja,  assume o valor k = 0 se A não ocorrer nas 2 provas, k = 1 se A ocorrer uma única vez nas 2 provas e k = 2, se A ocorrer nas 2 provas.

O espaço amostra S desta experiência é descrito pelos pares de símbolos constituídos pelas letras A e 
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 , ou seja
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Por serem as provas independentes, as probabilidades de cada sequência são iguais ao produto das probabilidades dos eventos observados em cada uma das 2 provas, ou seja 
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Assim, temos que




[image: image669.wmf](

)

(

)

(

)

02

11

20

PX01pq

PX12pq

PX21pq

==

==

==


Observamos que os coeficientes 1 , 2 e 1 das probabilidades acima são os números binomiais 
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, correspondentes aos valores k = 0,1,2, respectivamente,  e assim podemos escrever
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ii) Representemos por Xn a v.a. Binomial (n,p) e suponhamos agora que a fórmula seja válida para n = n-1, isto é 
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iii) Consideremos o evento E = 
[image: image673.wmf](
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. Tal  evento pode ser decomposto sob a forma de uma união de eventos mutuamente exclusivos e exaustivos como segue,

E = “ocorrer sucesso na primeira prova” e “ocorrer (k-1) sucessos em n-1 provas”

      ou  

      “ocorrer insucesso na primeira prova” e ocorrer k sucessos em n-1 provas”

 Usando (ii) , temos
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Prova 2: (análise do espaço amostra)

O evento  (X=k) ocorre se,  e somente se,  A ocorrer k vezes e 
[image: image676.wmf]A

 ocorrer (n-k)  vezes nas n provas, (0( k (n). 

Por exemplo, se “A ocorrer  nas k primeiras provas e 
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 ocorrer nas (n-k) provas seguintes”, ou  então se,  
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 ocorrer nas (n-k) primeiras provas e  A ocorrer nas k últimas provas.

Como as provas são independentes,  a probabilidade de ambos  eventos citados, é igual a 
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 . Por outro lado o número de disposições possíveis de k A’s e (n-k) 
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’s, e que resultam em (X = k),  é igual a 
[image: image681.wmf]n

 

k

æö

ç÷

èø
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Exemplo 12.1

Um fabricante de fitas cassete as vende em pacotes de 10 unidades e garante a devolução,  se mais  do que uma fita for defeituosa. Sabendo-se que as fitas produzidas são defeituosas com probabilidade 0,01, independentemente uma das outras, qual a probabilidade de um pacote ser devolvido?

Solução:

Seja X o número de fitas defeituosas no pacote de 10 fitas. Então X tem distribuição Binomial (10; 0,01) e P(devolução) = P(X ( 2).
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Exemplo 12.2

Três dados são lançados. O jogador A aposta em um dos números de 1 a 6,  e,  se o número apostado por A aparece i vezes, i =  1,2,3 , então ele ganha i unidades de capital. Se entretanto o número ( apostado por A não aparece em nenhum dos três dados, ele perde uma unidade de capital. Analise se o jogo é favorável a A. 

Solução:
A probabilidade de ocorrer o número ( = 1,2,..,6, escolhido por A, é igual a 1/6, para todo (, e os três lançamentos constituem 3 provas independentes. Seja então X a v.a. que se identifica ao número de vezes que o número ( aparece em três lançamentos de um dado. A probabilidade de  (  aparecer i vezes é
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O ganho do jogador A é uma v.a. Y que assume os valores k = -1, 1, 2 e 3 enquanto  X assume os valores i = 0, 1, 2 e 3, respectivamente, e a função de probabilidade de Y  é

	
	i
	0
	1
	2
	3

	
	k
	-1
	1
	2
	3

	
	P(Y=k)
	125/216
	75/216
	15/216
	1/216


Calculemos a média de Y,
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Assim, o jogador A perde em média 17 unidades a cada 216 partidas que ele joga. Sob este ponto de vista o jogo não lhe é favorável.

Exemplo 12.3

Suponha que o motor de um avião falhará, quando em vôo, com probabilidade (1-p), independentemente de motor para motor. Suponha que o avião realizará um vôo com sucesso se pelo menos 50% de seus motores permanecerem em operação. Para que valores de p um avião quadrimotor  é preferível a um avião bimotor?

Solução:

Como cada motor falha ou funciona independentemente um do outro, então o número de motores que permanecem em operação é uma variável aleatória Binomial(n,p).Sejam os eventos:


S2 : “ bimotor completar um vôo com sucesso”



S4 : “quadrimotor completar um vôo com sucesso” 
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Desta forma, o quadrimotor será mais seguro e preferível se 
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, isto é:




[image: image688.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

23

2

32

6p1p4p1pp2p

3p8p7p20p13p20

2

3p20p

3

-+-+³-

-+-³\--³

-³\³


Concluímos que o quadrimotor é mais seguro quando a  probabilidade de um motor permanecer operativo em um vôo é no mínimo igual a 2/3, enquanto que o bimotor é preferível quando esta probabilidade é menor que 2/3. 

Cálculo da média de X.





[image: image689.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

nn

knkknk

k0k1

n

k1nk

k1

n

n!

EXkpq= kpq

k

k!nk!

n1!

EX=np pq   

k1!nk!

--

==

--

=

æö

=

ç÷

-

èø

-

´

--

åå

å


Fazendo-se j = k-1  (  j = 0,1,2,...,(n-1), e portanto,
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Cálculo da variância de X.

Calculemos inicialmente a média da variável G(X) = X(X-1).
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Fazendo-se j = k-2  (  j = 0,1,2,...,(n-2), e portanto,
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Calculemos finalmente a variância:
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Distribuição  Geométrica.

Consideremos a realização de uma sequência de provas de Bernoulli, com probabilidade de sucesso igual a p. 

Definição 12.4

Dizemos que a variável aleatória X tem distribuição Geométrica (p), se X se identifica ao número de provas realizadas até a ocorrência de sucesso,  pela primeira vez, em uma sequência de provas de Bernoulli. A função de probabilidade de X é dada por,
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Prova:

i) A v.a. X assume o valor 1 se ocorrer sucesso na primeira prova, com probabilidade p, ou seja 
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, e , portanto a função é válida para k=1.

ii)  Se X assume o valor 2,  então ocorreu sucesso pela primeira vez na prova de ordem 2, e,  logicamente,  ocorreu insucesso na primeira prova. Assim a probabilidade deste evento é igual a qp. Fazendo-se k=2 na função definida acima, temos 
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, o que comprova a validade da função para k = 2.

iii)Suponhamos agora que a função seja válida para k = k-1, ou seja , 
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 e consideremos o evento E =  “k provas realizadas até a ocorrência do primeiro sucesso”. Este evento é equivalente ao evento:

E = “ocorrer insucesso na primeira prova” 

       e 

       “ocorrer (k-2) insucessos nas (k-2) provas seguintes” 

       e  

       “ocorrer sucesso na prova de ordem k”.       

A probabilidade deste evento é igual a 
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qqp

-

´´

, que é equivalente a   q(
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, e assim, comprova-se a validade da função.

Exemplo 12.4

Uma urna contem N bolas brancas e M bolas pretas. Bolas são retiradas ao acaso, com reposição,  até que uma bola branca seja encontrada. Qual a probabilidade de: (a) exatamente k retiradas sejam necessárias? (b) pelo menos k retiradas sejam necessárias?

Solução:

(a) Se as bolas são devolvidas em cada retirada então as provas (retiradas) são independentes e constituem provas de Bernoulli (p), onde 
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Logo, 



 P(X=k) = 
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(b)  pelo menos k retiradas significa X ser maior ou igual a k.
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Exemplo 12.5 

Supondo X uma v.a. Geométrica (p) qual a probabilidade de X assumir um número par?
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Exemplo 12.6 

Um jogador de basquete acerta a cesta em cada 5 tentativas de tiro livre. Qual a probabilidade dele acertar a cesta, em tiro livre, pela primeira vez:


a)  em menos de 5 tentativas?


b)  em um número ímpar de tentativas? 

Solução:

Supondo que as tentativas sejam independentes uma das outras, então cada tentativa é uma prova de Bernoulli(0,2). Seja X o número de tentativas realizadas até a ocorrência do primeiro sucesso (encestar a bola).
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Cálculo da média de X.
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Cálculo da variância de X.
Calculemos primeiramente a média da função G(X)=X(X-1).
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Cálculo da Função de Distribuição de X.
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ou mais rigorosamente, 
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onde [x] é o maior inteiro contido no intervalo 
[image: image719.wmf](;x].
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Exemplo 12.7

Sendo X uma v.a. Geométrica(p), calcule a probabilidade de X assumir um valor maior do que 2,5, usando a função de distribuição e a função de probabilidade.

 Solução:
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Uma outra versão da distribuição Geométrica(p). 

A distribuição geométrica(p) é apresentada por alguns autores, sob uma outra versão, onde X assume o número de insucessos observados até a ocorrência do primeiro sucesso, em uma sequência de provas de Bernoulli. Neste caso X assume as determinações k=0,1,2,3.... e sua função de probabilidades é dada por 
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Essa função de probabilidade pode ser comprovada por indução finita, conforme fizemos na versão anterior ou pode ser obtida pela simples análise do espaço amostra da experiência ,como faremos a seguir.

Representemos por A a ocorrência de sucesso e por 
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 a ocorrência de insucesso. O quadro a seguir descreve os pontos amostrais, os valores k assumidos por X e a probabilidades respectivas,

	
	(
	k
	P(X=k)

	
	A
	0
	p
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Por generalização, concluímos
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A função de distribuição segundo esta  versão é dada por 





[image: image731.wmf](

)

(

)

x1

x

kx1

k0

1q

Fxpqp1q

1q

+

+

=

-

===-

-

å


ou mais rigorosamente, 
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onde [x] é o maior inteiro contido em 
[image: image733.wmf](;x].
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Exercício Proposto:

Calcular a média e a variância da variável aleatória Geométrica segundo a versão ora apresentada, usando o procedimento adotado anteriormente.







Resp:   
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Obs: 

Podemos constatar que as duas versões da variável aleatória Geométrica (p) diferem entre si, embora a sequência de probabilidades que as define  seja a mesma, isto é:  
[image: image736.wmf]234
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 Verificamos também que na primeira versão k=1,2,3......, enquanto que na segunda k=0,1,2,3....., isto é 
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, se representarmos a primeira e segunda versões por 
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 respectivamente. 

Quando 
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 assume o valor 1 significa que ocorreu sucesso pela primeira vez na primeira prova e 
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X

 assume o valor 0 pois não ocorreu  insucessos antes do primeiro sucesso. Generalizando, quando  
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X

 assume o valor k, 
[image: image742.wmf]2

X

 assume o valor k-1. 

Podemos escrever então que  
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 e resolver o exercício acima proposto da seguinte maneira:
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Variável Aleatória Hipergeométrica (N,M,n):

Suponha-se que n objetos sejam selecionados aleatoriamente, sem reposição,  de um conjunto de N objetos,  (1 ( n < N). Suponha-se ainda que M objetos dentre os N possuem o atributo  A, (1 ( M < N). Seja X a variável aleatória que se identifica ao número de objetos com o atributo A, selecionados na amostra de tamanho n.

A variável X assim definida é chamada variável aleatória hipergeométrica de parâmetros N,M e n e sua função de probabilidade é estabelecida  com base no princípio da multiplicação usado na contagem do número de elementos de um conjunto.

O espaço amostra do modelo é constituído por 
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. O número de combinações contendo  exatamente k objetos com atributo  A é igual a 
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, k = 0,1,2...,n  enquanto que 
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 é o número de combinações contendo (n-k) objetos sem o atributo A.    

De forma que,    
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onde    
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Em resumo, 


N =  tamanho da população



        n =  tamanho da amostra 



               M = número de elementos com o atributo A



                       N-M = número de elementos sem o atributo A

Cálculo da média de X.
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Fazendo-se j = k-1  ( j = 0,1,2,...,n-1,  o somatório é igual à unidade pois é a função de probabilidade de uma variável aleatória Hipergeométrica (N-1,M-1,n-1):
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Cálculo da variância de X:

Calculemos inicialmente a média do momento fatorial de ordem 2 da variável aleatória X
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Fazendo-se 
[image: image756.wmf]jk2j0,1,...,n2

=-Þ=-

, o somatório é igual à unidade pois é a função de probabilidade de uma variável aleatória Hipergeométrica (N-2,M-2,n-2):
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A variância é calculada pela tradicional fórmula,
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Introduzindo-se  p = 
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N

, temos finalmente: 
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Exemplo 12.8

Uma urna contem 4 bolas vermelhas e 3 pretas. Duas bolas são retiradas aleatoriamente da urna, sem reposição. Seja X a v.a. que se identifica ao número de bolas vermelhas obtidas. Obtenha as funções de probabilidade e de distribuição de  X.

Solução:   

O atributo  A em questão é cor vermelha  e os parâmetros  da distribuição  são N = 7, M = 4 e n = 2.

(a) Função de probabilidade.



X é uma v.a. hipergeométrica (7,4,2), e portanto:
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	k
	0
	1
	2

	
	P(X=k)
	3/21
	12/21
	6/21


(b) Função de distribuição.
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Exemplo 12.9

Suponha que 9 bolas sejam selecionadas ao acaso, sem reposição, de uma urna contendo 7 bolas brancas e 12 bolas azuis. Se 
[image: image771.wmf]X

 representa a proporção de bolas brancas na amostra, qual a média e a variância de 
[image: image772.wmf]X

?

Solução: 

O atributo A em questão é cor branca, e os  parâmetros da  distribução  são:  N = 19, 

M = 7 e n = 9.

A variável aleatória X, número de bolas brancas na amostra tem distribuição hipergeométrica de parâmetros (19,7,9), e 
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Se 
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 representa a proporção de bolas brancas na amostra, então 
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 =  
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n

, de forma que 
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Exemplo 12.10

Se X é uma v.a. hipergeométrica de parâmetros (N,M,n) para que valor de n a  VAR(X) é máxima?

Solução:
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O valor de n que maximiza 
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 é  o mesmo que  maximiza a seguinte função de n, 
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O resultado obtido é válido somente para n par.  Se N é ímpar escolhemos 
[image: image781.wmf]N1N-1
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, preferencialmente a primeira opção. 

Comparação de seleção sem reposição versus seleção com reposição.

É relevante  comparar a variância da distribuição hipergeométrica (seleção sem reposição) com a variância da distribuição binomial (seleção com reposição). As variâncias   das duas   distribuições são respectivamente,   npq((   e   npq , 

onde ( = 
[image: image782.wmf]Nn
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 representa a correção na primeira variância  por ser a seleção sem reposição. Se n = 1 as duas variáveis tem distribuição de Bernoulli (p) e o esquema de seleção é irrelevante.Se n = N a experiência deixa de ser aleatória pois o número de objetos com atributo A é pré-determinado, ou seja é igual a M. 

Para valores de n entre 1 e N temos que 0 < ( < 1. Se fixarmos n, observamos  que ((1 quando N ((. Isto reflete o fato de que quando o tamanho da população N é muito grande em relação ao tamanho da amostra, existe pouca diferença entre planejar a amostra com ou sem reposição. Nestas condições  a distribuição Hipergeométrica pode ser aproximada pela distribuição Binomial. 

Exemplo 12.11

A produção de uma fábrica de parafusos apresenta, em geral,  as seguintes características: 70% são perfeitos, 25% têm defeitos menores e são aproveitados e 5%   têm defeitos graves e são desprezados. Um comprador deseja comprar um lote de 

 N = 100 parafusos e rejeitará tal lote se uma amostra de n = 10 parafusos  apresentar pelo menos 2 parafusos defeituosos.  Qual  a probabilidade de rejeição do lote?

Solução:

Dadas as características da produção espera-se que um lote de 100 parafusos contenha 70 parafusos perfeitos, 25 aproveitáveis e 5  defeituosos. Denominemos por X, Y e Z as variáveis aleatórias que se identificam o número de parafusos com aquelas características, respectivamente.

A função de probabilidade conjunta deste modelo é também baseada na regra de multiplicação, isto é:
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Por exemplo, a probabilidade do lote apresentar 7 parafusos perfeitos, 2 aproveitáveis e 1 defeituoso é:
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O modelo pode ser adaptado para responder a pergunta, se considerarmos a variável aleatória W que se identifica ao número de parafusos comercializáveis. 

A função de probabilidade conjunta das variáveis W e Z é a função de probabilidade de um variável aleatória hipergeométrica (100,5,10), ou seja.  
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O lote será rejeitado quando ocorrer o evento 
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, cuja probabilidade é igual a 
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Exemplo 12.12

Sacam-se ao acaso 10 cartas de um baralho tradicional de 52 cartas, onde as cartas tem cor vermelha e preta em igual número (vide Exemplo 5.5).  

a) Qual a probabilidade de saírem 4 cartas de ouros, 2 de espadas e 4 de copas? 

b) Qual a probabilidade de saírem 6 cartas vermelhas e 4 pretas?

c) Qual a probabilidade de saírem somente 3 ases e 2 reis?

 Solução:

Aplicando o raciocínio do exemplo 12.11, temos:

a)
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          b) 
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c) 
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Distribuição de Poisson.

Definição 12.5

Dizemos que a variável aleatória X, não negativa, do tipo discreto,  tem distribuição de Poisson de parâmetro ( >  0, se sua função de probabilidades é dada por 
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De forma a verificar que realmente tal função é uma função de probabilidade usaremos um resultado importante do cálculo , que estabelece
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De fato, somando-se a função P(X=k), para k = 0,1,23.... obtemos.
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Cálculo da média de X.
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Fazendo-se j = k-1, obtemos:
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Cálculo da variância de X.
Inicialmente calculemos a média da função G(X)=X(X-1).




[image: image797.wmf](

)

(

)

(

)

kk2

2

k0k2

e

EXX1kk1e

k!k2!

-l-

¥¥

-l

==

ll

-=-=l

éù

ëû

-

åå


Fazendo-se j = k-2, obtemos:
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Finalmente,
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Exemplo 12.13

Suponhamos que o número  de erros tipográficos em uma página de um livro ocorra segundo uma lei de Poisson de parâmetro ( = 0,5. Calcule a probabilidade de ocorrer pelo menos dois erros em uma página.

Solução:
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A distribuição de Poisson é de grande importância na prática,  pois ela pode ser aplicada a diversos tipos de problemas,  como uma aproximação da distribuição binomial. Alguns exemplos de fenômenos que, em geral,  obedecem a lei de probabilidade de Poisson são:

a) número de acidentes durante o fim de semana na rodovia A. 

b) número de chamadas telefônicas completadas em uma mesa PABX, durante o intervalo de tempo de 1 minuto.    

c) número de erros tipográficos em uma página de um livro.

d) número de clientes que procuram uma agência dos Correios num dado dia.

e) número de eventos aleatórios observados durante um intervalo de tempo [0,t). 

Este último exemplo representa teoricamente os exemplos a, b e d e a partir dele desenvolveremos a seguinte teoria.

A distribuição de Poisson como aproximação da Binomial(n;p). 

Seja X uma variável aleatória que se identifica ao número de ocorrências de um evento aleatório E, observado no intervalo de tempo [0,t).

Suponhamos que as seguintes condições sejam satisfeitas:

1.  A ocorrência de 2 ou mais eventos E durante um intervalo de tempo suficientemente pequeno, digamos de amplitude (t, é impossível e, portanto, somente 0 ou 1 eventos E pode ocorrer naquele intervalo.

2. A probabilidade de ocorrer exatamente um evento E no intervalo de amplitude (t é proporcional à amplitude do intervalo, ou seja, é igual a  ((t, onde ( > 0.

3. Quaisquer intervalos mutuamente exclusivos de amplitude   (t são provas independentes de Bernoulli.

Estas condições são resumidamente, as suposições básicas obedecidas por um fenômeno regulado pela lei  de probabilidades de Poisson, assunto que é detalhado e profundamente desenvolvido na Cadeira de Processos Estocásticos. 

Imaginemos o intervalo [0,t) particionado em n subintervalos de amplitude SYMBOL 68 \f "Symbol"t, de tal forma que nSYMBOL 68 \f "Symbol"t = t.

De acordo com as condições estabelecidas acima os  n subintervalos constituem-se em  n provas independentes de Bernoulli, onde em cada prova,  a probabilidade de sucesso - ocorrência de E  -  é  aproximadamente igual a  p=SYMBOL 108 \f "Symbol"

SYMBOL 68 \f "Symbol"t.

Supondo que esta probabilidade permaneça constante durante os n subintervalos, a probabilidade de ocorrer k eventos E no intervalo [0,t) é:
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Calculemos agora o limite de 
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Assim,  para   n suficientemente grande e   consequentemente,  p extremamente pequena, a probabilidade de ocorrer k sucessos em n provas de Bernoulli, pode ser aproximadamente calculada por:
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Obs:

 Para usar a aproximação notemos que 
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Exemplo 12.14

Um professor  universitário, baseado em experiências passadas,  estima em 0,001 a probabilidade dele chegar atrasado para uma aula. Sente também que o fato dele chegar atrasado em uma aula não tem nenhuma influência sobre um eventual atraso em qualquer outra aula.

O número de vezes  que ele chegará atrasado nas próximas 100 aulas, é uma variável aleatória Binomial de parâmetros n=100 e p=0,001. A probabilidade exata dele não chegar atrasado nas próximas 100 aulas e a probabilidade exata dele chegar 1 dia atrasado, são respectivamente iguais a:
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Observemos que neste caso  n = 100  é suficientemente grande e p = 0,001 é extremamente pequena,  o que nos permite calcular tal probabilidade através da distribuição de Poisson de parâmetro SYMBOL 108 \f "Symbol"t = np = 100(0,001):
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Como se pode observar as probabilidades calculadas através da distribuição Binomial e Poisson são aproximadamente iguais, considerada a precisão de quatro  casas decimais!

Exemplo 12.15

Suponha que a probabilidade que um item produzido por uma certa máquina seja defeituoso é igual a 0,1(0,2). Encontre a probabilidade de que uma amostra de 10(20) itens observada sob o esquema com  reposição,  contenha no máximo 1 item defeituoso.

Solução:


a) N = 10  e  p = 0,1
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Se usarmos a aproximação pela distribuição de Poisson (1), obtemos:
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b) N = 20  e  p = 0,2
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Se usarmos a aproximação pela distribuição de Poisson (4), obtemos:
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Obs: 

O exercício acima oferece resultados que mostram o cuidado que se deve ter ao usar este tipo de aproximação. Em ambos os casos,  n não é suficientemente grande e p suficientemente pequeno. Em (a) com n = 10 a aproximação é satisfatória, mas em (b) não. O valor de p também tem igualmente influência no resultado. Um estudo de análise de sensibilidade envolvendo n e p é válido para aprofundar a análise. Enfim, a decisão de usar a aproximação depende portanto, não somente da teoria como também do bom senso do estatístico.

Exemplo 12.16

Suponha que o número de acidentes que ocorrem em uma determinada rodovia tenha distribuição de Poisson de parâmetro ( = 0,5 por dia. Calcule as seguintes probabilidades:


a) de ocorrer 3 acidentes em um período de 6 dias.


b) pelo menos dois acidentes no período de 4 dias.


c) não ocorrer acidentes no período de 1 dia.


d) não ocorrer acidentes em um período de 6 dias.    

Solução:


a) X : n0 de acidentes em 6 dias é Poisson de parâmetro  ((6 = 3.
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b) X : n0 de acidentes em 4 dias é Poisson de parâmetro  ((4 = 2.
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c) X : n0 de acidentes em 1 dia é Poisson de parâmetro  ((1 = 0,5.
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d) X : n0 de acidentes em 6 dias é Poisson de parâmetro  ((6 = 3.
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Obs: Esta última probabilidade poderia ser calculada de outra maneira. Se não ocorreu acidentes em 6 dias então não ocorreu acidentes em cada um dos 6 dias consecutivos. Sendo cada dia,  uma prova de Bernoulli com probabilidade 
[image: image821.wmf]0,5

e0,606

-

=

 de não ocorrer acidente, então  probabilidade de não ocorrer acidentes em seis dias (seis provas independentes de Bernoulli) é igual a 
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A função de probabilidade de Poisson como uma função de x, isto é


[image: image823.wmf](

)

x

e

Px,     x = 0,1,2,3...

x!

-l

l

l=


apresenta o seguinte comportamento que iremos estudar

Consideremos a razão.
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A função 
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 é crescente quando x varia de 0 a 
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 é um inteiro a função tem dois valores máximos nos pontos 
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. Outras propriedades desta função serão estudadas em seções posteriores.  

Distribuição de Pascal (r,p)

       - Distribuição Binomial Negativa (r,p)

Definição 12.6

Consideremos  uma    sequência   de  provas   independentes de Bernoulli com probabilidade   de  sucesso igual a p. Diz-se que a variável aleatória X tem distribuição de Pascal (ou Binomial Negativa) de parâmetros p e r, se X se identifica ao número de provas realizadas até a ocorrência do r-ésimo sucesso.

Observemos que se r = 1, a variável X tem distribuição geométrica de parâmetro p.  Para  r  > 1, indiquemos por j = r + k  as   determinações  de  X, onde   k = 0,1,2,...   representa    o número   de   insucessos  ocorridos  em   j    provas, onde j = r,r+1,r+2,r+3,.......

O evento "j = r+k provas realizadas até a ocorrência do r-ésimo sucesso" ocorrerá se e somente se "ocorrer sucesso na prova de ordem r+k"  e  "r-1 sucessos nas r+k-1 provas anteriores". Nestas evidentemente devem ocorrer também, por exclusão, k insucessos. 


Como em r+k-1 provas, r-1 sucessos podem ocorrer de  
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  maneiras distintas, então,
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image835.wmf]               
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Esta é a função de probabilidades da variável aleatória  Binomial Negativa  que também pode ser apresentada como segue,
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Uma outra forma é aquela que justifica o adjetivo "negativa" no nome da distribuição;  

De  (1), temos;
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Finalmente, 
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Cálculo da média e variância de X.

Consideremos as seguintes variáveis:


                                        
              Consideremos as seguintes variáveis:

1 ) X1 : a v.a. que se identifica ao número de provas realizadas até a ocorrência do primeiro sucesso, inclusive.

2 ) X2 : a v.a que se identifica ao número de provas realizadas após o primeiro sucesso  até a ocorrência do segundo sucesso, inclusive.

E  assim sucessivamente, .....

r ) Xr  : v.a. que se identifica ao número de provas realizadas após (r-1) sucesso até a ocorrência do r-ésimo sucesso inclusive.

Notemos que as v.as. Xi , i=1,2...,r são independentes, todas com distribuição Geométrica (p), com média 1/p e variância 
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 , e tais que, somadas geram a v.a. Binomial Negativa em estudo, ou seja:    
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Aplicando-se as  propriedades da média e variância, obtemos:
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Exemplo 12.17

Uma pequena peça é produzida em série. A probabilidade de uma peça produzida ser defeituosa é igual a 0,10 e os defeitos ocorrem  independentemente. Suponha que você, a partir de um instante qualquer passe a inspecionar peça por peça até que apareça a primeira peça defeituosa. Seja X a v.a. que se identifica ao número de peças inspecionadas.

a) Qual a função de probabilidade de X?


X é uma v.a. Geométrica (p = 0,10) ou Pascal (1; p = 0,1)
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b) Qual o número esperado de peças que você deverá inspecionar até ocorrer a primeira defeituosa?
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c) Suponha agora que X seja o número de peças inspecionadas até que a quinta peça defeituosa apareça. Qual a função de probabilidade de X. Calcule a 
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Neste caso X é um v.a. Pascal (5; 0,1) e sua função de probabilidade é:

i)      
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Usando (iii), calculemos P(X=7):
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Distribuição de Polya.

Consideremos uma urna contendo b bolas brancas e N-b bolas vermelhas. Uma bola é selecionada aleatoriamente da urna e sua cor é registrada. A seguir a bola selecionada é recolocada na urna com mais r bolas da mesma cor. Este procedimento é repetido n vezes. 

Seja X a variável aleatória que se identifica ao número de bolas brancas obtidas nas n seleções. 

Observemos que a probabilidade de k bolas brancas serem selecionadas nas k primeiras retiradas é igual a:
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Por outro lado a probabilidade de (n-k) bolas vermelhas serem selecionadas após as k primeiras seleções de bolas brancas é 
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Visto que k bolas brancas e n-k bolas vermelhas podem ser selecionadas de 
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 maneiras diferentes, então
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Observemos no entanto que:

a) O numerador de B é da forma  
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b) O numerador de V é da forma 
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c) O denominador de BV é da forma   
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Assim sendo, escrevemos,
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Fazendo-se na expressão (1),  p = 
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para k = 0,1,2,....,n

Embora com algum trabalho algébrico, é  fácil provar que 
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Cálculo da média de X.
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Fazendo-se m=k-1, obtemos


[image: image865.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n1

m0

n1

pp2..pmqqq2...qnm2

m

EXnp

1112....1n1

-

=

æö

éù

éù

ç÷

ëû

ëû

èø

éù

ëû

-

+a+a+a+a+a+--a

=

+a+a+-a

å


A expressão sob o somatório é a probabilidade de se obter m bolas brancas e (n-m-1) bolas vermelhas, com (n-1) bolas selecionadas segundo o esquema de Polya, onde a urna inicialmente contém (N+r) bolas, sendo  (b+r)  bolas brancas e (N-b)  bolas vermelhas. Nestas condições, a  soma é igual à unidade.

Logo,
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Cálculo da variância de X.

Para calcular a VAR(X), calculemos a E[X(X-1)] adotando o mesmo tipo de raciocínio usado no cálculo de E(X), e obtemos
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Finalmente calculamos a variância
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Teorema 12.1

Se para N = 1,2,..... a relação  
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 permanece  e se r = 0, então a função de probabilidade da v.a de Polya tende à função de probabilidade da v.a. Binomial (n,p), quando N (( . 

Se 
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 temos um caso particular da distribuição  hipergeométrica, o que significa que não recolocamos a bola selecionada da urna.  

a) Se N (( e b((, 
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, a equação E2 se transforma em  
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Obs:
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b) Fazendo-se r = -1 nas expressões B e V, obtemos
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Obs:
Se 
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13. Principais Variáveis Aleatórias do Tipo Contínuo.

Variável Aleatória Uniforme no intervalo (a,b).

Definição 13.1

Dizemos que X tem distribuição uniforme (ou distribuição retangular) no intervalo (a,b), se sua função de densidade é  igual a uma constante naquele intervalo. Assim, podemos escrever 
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Para determinar a constante c usamos a propriedade da função de densidade
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Verificamos portanto que a densidade de uma v.a. uniforme no intervalo (a,b) é igual ao inverso da amplitude do intervalo (a,b). 

Resumindo, 




[image: image881.wmf](

)

0xa

1

fxaxb

ba

0xb

<

ì

ï

ï

=<<

í

-

ï

>

ï

î


Exemplo 13.1
Se X é uniforme no intervalo (10,20) calcule as probabilidades,

a) P(X>15)

b) P(X<13)

c) P(11<X<18)

Solução:



a) 
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b) 
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c) 
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Exemplo 13.2

Os trens da Central do Brasil partem de sua estação principal de 15 em 15 minutos a partir das 7 horas da manhã, ou seja: nos horários 7, 7:15, 7:30, etc... Se um determinado passageiro chega à estação em um horário  uniformente distribuído entre   7 e 7:30 da manhã, calcule a probabilidade que ele tenha que esperar pelo trem

  

a) menos do que 5 minutos.



b) mais do que 10 minutos.

Solução:

Suponhamos que o horário em que o passageiro chega à estação é uma v.a. uniforme no intervalo (0,30). Desta forma, 
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b) 
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Exemplo 13.3

Se  h é a amplitude do intervalo 
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, então a probabilidade do evento 
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 é a razão entre h e a amplitude do intervalo (a,b).

Solução:
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Função de distribuição de X. 

1. Se x < a
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2. Se a ( x < b
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3. Se x (b
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Resumindo,
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Variável Aleatória Uniforme no intervalo (0,1).

Dentre as variáveis aleatórias uniformes no intervalo (a,b) destaca-se a v.a uniforme em (0,1),  aplicável a inúmeras  situações  práticas e teóricas. 

Função de densidade.
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Função de distribuição.
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O gráfico que segue apresenta a função de distribuição da v.a. uniforme no intervalo (0,1) para valores de x ( (-3,
3),
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Exemplo 13.4

Imaginemos que se pretenda gerar uma sequência de valores da variável aleatória  de Bernoulli (0,8). Tais valores observados são frequentemente gerados através de uma variável aleatória X uniformemente distribuída no intervalo (0,1). Para isto consideremos  variável aleatória  Y definida por 
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Observamos que P(Y=1) = P(X(0,8) = 
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 = 0,8, e portanto Y tem distribuição de Bernoulli (0,8). Assim, para simular uma sequência de 10 realizações de Bernoulli (0,8), geraremos 10 valores de uma X, uniforme em (0,1),  e registramos 1 se X( 0,8 e 0 em caso contrário.

O quadro abaixo mostra 10 valores de X gerados aleatóriamente por computador e os correspondentes valores de Y.

	x
	0,759
	0,540
	0,913
	0,641
	0,708
	0,089
	0,651
	0,605
	0,285
	0,853

	y
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	1
	0


Exemplo 13.5

Se X é uniformemente distribuída em (0,1) calcule as probabilidades de:


a) P(X>0,3)       b) P(0,3<X<0,7)       c) P(X<0,63)

Solução: 

De acordo com o exemplo número 3. 



a) 
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b) 
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c) 
[image: image901.wmf](

)

PX0,630,63

<=

  

Cálculo da média de X.
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Cálculo da variância de X.
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Média e variância da uniforme no intervalo (0,1).
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Exemplo  13.6

Considere X uma variável aleatória uniforme no intervalo (0,r). Determine o valor de r forma que



a) P(X > 1) = 2/3

b) P(3 < X < 7) = 2/5

Solução:



a) 
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b) 
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Funções Auxiliares Especiais.

Para dar continuidade ao estudo de variáveis aleatórias contínuas faremos uma breve introdução ao estudo de três  integrais , chamadas Função Gama, Função Gama Modificada e Função Beta.

Função Gama

 A função Gama é definida pela integral  
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 para todo valor real p, exceto 0 e os inteiros negativos.

Pela definição, temos que para p = 1, 
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De forma a verificar uma importante propriedade da função Gama, consideremos a seguinte integração por partes,
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Fazendo-se, 




[image: image911.wmf]pp-1

-x-x

ux           du=pxdx

dv=edx     v = -e         

=Þ

Þ


Obtemos portanto, 
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Prova-se , usando a regra de L’Hospital que 
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(1)

Uma variação  na apresentação da função seria 
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(2)



Se usarmos repetidamente (2), 
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e assim sucessivamente, se p for um inteiro
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Como já vimos,  
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Prova-se que 
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  , resultado este  de grande utilidade  em várias teorias e exercícios futuros.

Exemplos:

a)  
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Função Gama Modificada.
Uma integral muito comum que aparece nos desenvolvimentos teóricos que se seguirão é  
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Façamos   
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Finalmente, temos que 
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Função Beta.

A função Beta  é definida pela integral 
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         p > 0    e     q > 0.

Façamos 
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A função Beta(p,q) se relaciona com a função Gama, de forma que 
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Exemplo:



a) 
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b) 
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Variável Aleatória Exponencial de parâmetro (.

Dizemos que a variável aleatória X, do tipo  contínuo, não negativa, tem distribuição exponencial de parâmetro ( , se sua função de densidade é dada por
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O gráfico a seguir mostra a função de densidade de X, exponencial de parâmetro ( = 2.
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A distribuição exponencial frequentemente é utilizada para modelar fenômenos que representam  duração (ou tempo) de vida de uma válvula; tempo de espera até que um equipamento falhe; tempo decorrido entre duas falhas consecutivas de um equipamento; tempo decorrido entre dois acidentes em algum ponto de uma rodovia, etc... 

A título de ilustração e revisão, a integral da função de densidade, no conjunto dos reais positivos deve ser igual a unidade, isto é
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Exemplo 13.7

Suponha que a duração de uma chamada telefônica em minutos,  seja uma v.a. exponencial de parâmetro de parâmetro 
[image: image939.wmf]0,5
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. Se você procura uma cabine telefônica pública e alguém chega imediatamente na sua frente, calcule a probabilidade de você  ter que esperar: a) mais do que 10, 8, e  2 minutos; b) entre 10 e 15 minutos e c) menos do que 50 segundos.

Solução: 

i) se  
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a)  
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b)  
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 c)  
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Cálculo da Média de X.


[image: image946.wmf](

)

(

)

xx

2

00

2

EXxedxxedx

+¥+¥

-l-l

G

=l=l=l

l

òò

 
(

[image: image947.wmf](

)

1

EX

=

l


Cálculo da variância de X.
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Função de distribuição de X.


1) Se x < 0   
( F(x) = 0


2) Se x > 0  
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Resumindo, 
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A função de distribuição variável aleatória  exponencial (2) é mostrada no gráfico a seguir
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Exemplo 13.8

Suponha que 10 lâmpadas sejam acesas simultaneamente em um teste para determinar seus tempos de vida. Admitamos que as 10 lâmpadas são acesas independentemente uma das outras e que o tempo de vida (medido em horas) de  cada uma delas tenha distribuição exponencial de parâmetro  ( = 0,1. Qual a probabilidade de que o tempo de vida da  primeira lâmpada a se queimar seja: 



a) maior do que  3 horas.



b) menor do que 1 hora.



c) maior do que 1 e menor do que 4

Solução:

 A cada uma das 10 lâmpadas está associada uma v.a. exponencial de parâmetro 0,1 que representaremos por 
[image: image953.wmf]i
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.O tempo de vida da primeira lâmpada a se queimar é uma v.a. Y que se identifica ao menor valor obtido após o término da experiência, ou seja, após   todas as lâmpadas se queimarem. Desta forma podemos escrever 
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Consideremos o evento (Y > t), t > 0. Tal evento ocorre se,  e somente se, todos os tempos das 10 lâmpadas assumirem um valor maior do que t, isto é, podemos escrever
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Por serem as variáveis  
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Como 
[image: image960.wmf](

)

(

)

(

)

0,1t0,1t

ii

PTt1PTt11ee

--

>=-£=--=

, obtemos 
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Observamos então que a variável aleatória  mínimo entre as  10 variáveis aleatórias  exponenciais de parâmetro 0,1 é uma exponencial de parâmetro 1.Passemos agora ao cálculo das probabilidades pedidas


a) 
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b) 
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c) 
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Definição 13.2 (Propriedade Sem Memória)

Dizemos que uma variável aleatória X, não negativa, tem distribuição sem memória se para dois reais positivos x e y a seguinte relação for satisfeita
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Teorema 13.1

As únicas variáveis aleatórias do tipo contínuo, não negativas, que possuem distribuição sem memória são as variáveis aleatórias exponenciais.

Prova:

1 - Se X tem distribuição exponencial ( X tem distribuição sem memória.

A relação definida em da Definição 13.2  pode ser desenvolvida da seguinte forma
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Por outro lado, para x ( 0, 
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. Aplicando-se este resultado na relação acima, obtemos
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E assim provamos que se X é exponencial então X é sem memória.

2 - Se X tem distribuição sem memória ( X tem distribuição exponencial.

Vamos agora partir da relação que define X sem memória e provar então que X é exponencial
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Se X é uma v.a. do tipo contínuo e não negativa, 
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Se dividirmos a relação por y e fizermos y (0, obtemos
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Do lado esquerdo da igualdade temos a derivada da função F(x), e, o limite indicado no lado direito é a derivada de F(x) no ponto x = 0, que é uma constante qualquer, que representaremos por (.
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Para resolver a equação integramos ambos os membros da igualdade em relação a x, e obtemos
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As constantes 
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 são quaisquer e podemos substituir 
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No entanto sabemos que F(0) = 0, e,  com esta informação, podemos calcular o valor da constante c
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Finalmente chegamos a função de distribuição de X, 
[image: image979.wmf](
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, para x > 0, que é a função de distribuição de uma variável aleatória exponencial (() para x (0.

Nota: 

O significado da propriedade pode ser melhor entendido com o seguinte exemplo.

Suponha que a vida de uma  lâmpada seja uma variável aleatória  com distribuição exponencial ((), e consideremos os reais  x = 3 e y = 5. 

Então 
[image: image980.wmf](
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. Isto quer dizer que a probabilidade da lâmpada permanecer acesa por mais 5 horas  dado que já está acesa há 3 horas é igual a probabilidade dela permanecer acesa por mais do que 5 horas a partir do instante inicial de teste.  Isto implica que o “envelhecimento” da lâmpada não influi no cálculo da probabilidade dela se queimar num dado intervalo de tempo e isto justifica o termo sem memória.

Exemplo 13.8

Suponha que X,  o tempo de vida de uma bateria de carro (em mil km), seja exponencialmente distribuída com uma média de 10 mil km. Se uma pessoa deseja fazer uma viagem de  5 mil km:


 a) qual a probabilidade dele completar a viagem sem precisar trocar a bateria? 


 b) o que pode ser dito se o tempo de vida da bateria não é exponencial?

 Solução:

a) Se  X é exponencial (( = 1/10), então 
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b) Se o tempo de vida X’ não é exponencial e a bateria tem vida igual a t,  no instante do início da viagem, então
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A variável aleatória  Exponencial (()  obtida a partir da v.a. de Poisson (().
Na  página 101 estudamos o fenômeno “número de ocorrências de um evento aleatório E, durante um intervalo de tempo [0,t)”. Sob certas condições este número se identificava a uma variável aleatória  X, binomial de parâmetros n e ((t, e para n suficientemente grande e (t(0, este modelo era satisfatoriamente aproximado pela distribuição de Poisson.

Suponha então que um certo evento E seja regulado por um processo de Poisson(() e consideremos que a partir de um instante 0 mediremos o tempo  T, para a primeira ocorrência do evento E.

Como T é uma variável aleatória não negativa, 
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 se t < 0 .  Para t ( 0, o evento (T > t) ocorre se, e somente se o evento E não ocorrer no intervalo [0,t) , ou seja
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De forma que  
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 e assim a variável aleatória . T , tempo eventual decorrido entre um instante inicial 0 e a primeira ocorrência de um evento E regulado por uma lei de Poisson ((),  tem distribuição exponencial de parâmetro (.

Exemplo 13.4

Suponha que acidentes de trabalho em uma certa indústria, ocorram  a uma taxa 
[image: image986.wmf]0,2
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 por semana de cinco dias úteis de  trabalho, segundo uma lei de Poisson. Calcule a probabilidade de


a) não ocorrer acidentes na primeira semana.


b) o primeiro acidente ocorra na quarta feira da primeira semana.


c) o primeiro acidente ocorra na segunda feira da segunda semana.

Solução:


a)  
[image: image987.wmf](
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Se os acidentes ocorrem a uma taxa de 0,2 por semana de cinco dias então a taxa diária de acidentes é igual 
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b) 
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c)  
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Observemos que a probabilidade em (a) poderia ter sido calculada da forma      
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Variável Aleatória Gama de parâmetros ((,r).

Dizemos que  a variável aleatória X tem distribuição Gama de parâmetros ((,r), 

(( > 0, r > 0), se sua função de densidade é
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Mostra-se facilmente que f(x) é uma densidade usando o resultado da função  gama estudada anteriormente
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Cálculo da Média de  X.




[image: image994.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

rr

r1xrx

00

r

r1

EXx.xedxxedx

r

r1

r!

EX

rr1!

+¥+¥

--l-l

+

ll

==

GlG

G+

l

=´=

Gl-l

òò





[image: image995.wmf](

)

r

EX

=

l


Cálculo da Variância  de X.  
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Nota:

Se fizermos  r = 1 na função densidade da variável aleatória Gama((,r), verificamos que a v.a. exponencial (() é uma das densidades da família de variáveis aleatórias Gama((,r).
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A seguir são apresentados exemplos gráficos de densidades Gama

a) Gráfico 1, com ( = 1  e r = 2.
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b) Gráfico 2, com ( = 2 e  r = 2
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A variável aleatória Gama((,r)  obtida a partir da v.a. de Poisson((t). 

Retomemos ao processo de Poisson , e seja 
[image: image1003.wmf]r

T

 o tempo decorrido entre um instante inicial 0 e a r-ésima ocorrência do evento E, r ( 1. Sendo 
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 uma variável não negativa, escrevemos 
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Se t ( 0,  o evento 
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 é equivalente ao evento “ocorrer menos do que r eventos E no intervalo de tempo [0,t), cuja probabilidade é igual a 
[image: image1007.wmf](

)

PXr1

£-
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 Sendo assim, a função de distribuição de  
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, o tempo da r-ésima ocorrência de E é igual  a
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Para obtermos a função de densidade de 
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, fazemos 
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Fazendo-se j = k-1 no último somatório, temos:
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A variável 
[image: image1016.wmf]r

T

 tem distribuição Gama, e  quando obtida através do Processo de Poisson  é chamada variável aleatória de Erlang de parâmetros (  e r.

Exemplo 13.5

O número de chamadas que demandam a uma mesa telefônica tem distribuição de Poisson a uma taxa de 120 por hora durante o período de 9:00 às 12:00 horas. Seja   
[image: image1017.wmf]10
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 o instante (em minutos)  no qual a décima chamada é recebida a partir das 9:00 horas. 

De acordo com a teoria exposta,


a) 
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 tem distribuição Erlang de parâmetros 
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b) 
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 = 5. Logo,  a  décima chamada é esperada às 9:05 horas.


c) A probabilidade da 10a chamada ocorrer antes das 9:05 horas é 
  
     igual a
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d) A probabilidade da 10a chamada ocorrer entre 9:05 e 9:07 horas é 
     igual a
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Variável Aleatória Beta de parâmetros p e q.

Dizemos que a variável aleatória X tem distribuição Beta de parâmetros  p e q, 
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,  se sua função de densidade é 
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O coeficiente do polinômio em x da densidade da v.a. Beta é o inverso do valor da função Beta(p,q), ou seja, 
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. Por consequência fica simples provar que  integral de f(x) em (0,1) é igual à unidade 
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Cálculo da média  de X.
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Cálculo da Variância de X.
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Finalmente, 
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A seguir são apresentados diversos gráficos de densidades Beta



a) Gráfico 1, com   p = 1/2  e   q= 1/2.



[image: image1031.png]02

04

[

08




b) Gráfico 2, com   p = 2  e  q = 2.
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c) Gráfico 3, com  p = 25  e  q = 100. 
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d) Gráfico 4, com   p = 15  e  q = 60.
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A Variável Beta obtida através de Uniformes no intervalo (0,1).

Desenvolveremos a seguir a teoria  de uma particular aplicação da distribuição Beta.

Consideremos 
[image: image1035.wmf]i

X,i1,2,3,...,n
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 uma sequência de variáveis aleatórias independentes com distribuição uniforme no intervalo (0,1). 

Para um valor fixado de t, 
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 é constante para todo i=1,2,...,n. 

Nestas condições as variáveis aleatórias uniformes em questão definem uma sequência de n provas de Bernoulli. 

Representemos por 
[image: image1039.wmf]r

Y

 o r-ésimo valor (em ordem de grande crescente) dentre as v.as. 
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 . O evento 
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 ocorre se, e somente se, no máximo (r-1) das variáveis  
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X,X,...,X

 assumirem um valor menor ou igal a  t, e isto equivale ao evento  “ocorrer  no máximo (r-1) sucessos nas n provas de Bernoulli(t)”. 

Por outro lado, o número de sucessos em n provas de Bernoulli(t) é uma v.a. Binomial (n,t) e assim  obtemos 
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e a função de distribuição de 
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Y

 é 
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A densidade de 
[image: image1046.wmf]r
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 é obtida derivando-se em relação a t a função de distribuição
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Fazendo-se j = k-1 no primeiro somatório, obtemos





[image: image1049.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n1

n1

n!n!

nj1nk1

jk

ft t1t   t1t

Y

r

j!nj1!k!nk1!

j=r1

kr

-

-

----

å

=---

----

-

=

å


Cancelando-se devidamente as parcelas simétricas, permanece a parcela do primeiro somatório  onde j = r-1, e finalmente, 
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Assim o r-ésimo valor obtido na realização de n v.as. independentes, uniformes no intervalo (0,1) tem distribuição Beta de parâmetros r e n-r+1.

Exemplo 13.6

Suponha que 6 números pertencentes ao intervalo (0,1) sejam gerados aleatoriamente por computador. Seja Y o menor número obtido na experiência. Determine


a) P(Y < 0,3)             b) P(Y > 0,5)           c) E(Y)

Solução: 

A variável aleatória . Y, menor valor obtido é uma variável aleatória Beta de parâmetros p = 1 e q = 6,e sua função de densidade é 
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a) 
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b) 
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c) 
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Exemplo 13.7

Suponha que a proporção X de ítens defeituosos em um lote de tamanho N  (N(() é uma variável aleatória Beta (p,q)

a) Se um ítem  é selecionado ao acaso qual a probabilidade   que ele seja  defeituoso?

b) Se dois ítens são selecionados ao acaso qual a   probabilidade que ambos sejam defeituosos? 

Solução:

Se N(( é irrelevante a consideração dos esquemas com reposição e sem reposição e neste caso as retiradas podem ser consideradas provas de Bernoulli independentes com probabilidade de sucesso igual a p = 
[image: image1055.wmf]p
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 que representa a média do número de ítens defeituosos no lote. Desta forma 

a)  P(um ítem ser defeituoso) =  
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b)  P(ambos  ítens defeituosos) = 
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Variável Aleatória Normal de parâmetros m e (.

Dizemos que a variável aleatória X tem distribuição normal de parâmetros m e (, representada simbolicamente por N(m,(),  se sua  função de densidade é 
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,   onde 
[image: image1059.wmf]mR
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 e  ( > 0.

A distribuição normal desempenha um papel muito importante na teoria e prática estatística. Esta distribuição é largamente utilizada na Inferência Estatística  para determinarmos probabilidades relevantes, pois ela pode ser usada como aproximação das distribuições  de inúmeros modelos obtidos através de transformações lineares de variáveis aleatórias independentes. Frequentemente ela serve para modelar comportamento, medidas físicas e industriais e vários outros tipos de dados quantitativos.

Cálculo da Média de X.

A média de uma v.a. X, N(m,(),  é E(X) = m e foi calculada como ilustração no Exemplo 10.5.

Cálculo da Variância de X.
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Fazendo-se y = x-m, temos dy=dx,
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Fazendo-se    
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Finalmente obtemos,
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Variável Aleatória Reduzida de uma v.a. X.

Definição 13.3

Seja X uma variável aleatória com média m e desvio padrão (. Chama-se variável aleatória centrada de X à variável aleatória  transformada de X definida por Y = X - m. 

Nota:
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Definição 13.4

Seja X uma variável aleatória com média m e desvio padrão (. Chama-se variável reduzida de X á variável aleatória transformada de X definida por 
[image: image1068.wmf]Xm
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Observamos, portanto,  que as duas variáveis aleatórias transformadas de X, tem características próprias: a variável aleatória  centrada tem média 0 e desvio padrão igual ao desvio padrão de X, enquanto que a variável aleatória reduzida  tem média 0 e desvio padrão 1. É importante registrar que os resultados comentados são válidos para qualquer variável aleatória, pois não fizemos nenhuma referência á distribuição de X. 

A aplicação da definição de variável aleatória  reduzida à distribuição N(m,(), é uma ferramenta muito importante no cálculo de probabilidades envolvendo a variável aleatória  normal como veremos breve.

Variável Aleatória Normal de média 0 e desvio padrão 1.

Seja X uma variável aleatória N(m,() e consideremos a variável reduzida de X, ou seja  
[image: image1070.wmf]Xm

Z

-

=

s

. Determinaremos a seguir a função de densidade de Z.





[image: image1071.wmf](

)

(

)

(

)

Z

Xm

FzPZzPzPXmz

-

æö

=£=£=£+s

ç÷

s

èø


Podemos então relacionar as funções de distribuições de X e Z, isto é 
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Derivando-se em relação a z, obtemos
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Aplicando o resultado na função de densidade da N(m,(), temos a função de densidade da N(0,1)
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E assim, por fim, determinamos a densidade da V.A. normal de média 0 e desvio 1, também denominada normal padrão.
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A função de densidade acima pode ser obtida simplesmente fazendo-se m = 0 e ( = 1 na densidade da N(m, (). No entanto é importante registrar que a variável aleatória normal padrão é obtida através de uma transformação linear da v.a. N(m, (), como podemos verificar na solução do seguinte exercício.

Exemplo 13.18

Sendo X uma v.a. N(2; 0.5), calcule as seguintes probabilidades
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O gráfico que segue mostra a área igual a 0,1360 correspondente à projeção de f(x) sobre o intervalo(1;1,5) 
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O gráfico abaixo mostra a área igual a 0,8413 correspondente à projeção de f(x) sobre o 
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O gráfico abaixo mostra a área igual a 0,1972 correspondente à projeção

de f(x) sobre o intervalo (1,9 ; 2,15).
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Exemplo 13.19

Suponha que  o tempo de vida (em horas) de um dispositivo eletrônico fabricado por um certo processo é normalmente distribuído com parâmetros m = 160 horas e desvio padrão (. Qual o valor de  ( de forma que a vida X do dispositivo esteja compreendida entre 120 e 200 horas, com probabilidade igual a 0,8?

Solução:

Se  X é N(160, (), então
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Consultando a tabela da N(0,1) verificamos que 
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Exemplo 13.20 

Suponha que numa certa população a altura (em centímetros) de um homem com 21 anos de idade,  seja uma variável aleatória normal com média  m = 170  e desvio padrão ( = 5. Um homem com aquela  idade é selecionado aleatoriamente da população. Qual a probabilidade condicional que sua  altura seja maior do que 170 centímetros dado que ela é maior do que 160 centímetros? 

Solução:
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14. Momentos de uma variável aleatória X.
Definição 14.1

Seja X uma variável aleatória com função de distribuição F(x). Chama-se momento ordinário de ordem S da v.a. X e se representa por 
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, para todo S = 0,1,2,3...

1. Se X é do tipo discreto, assumindo valores k = 0,1,2,3..., com probabilidades 
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2. Se X é do tipo contínuo, tendo função de densidade f(x)
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Obs 1: Em ambos os casos a existência do momento ordinário  de ordem S de X está condicionada à convergência da soma ou da integral acima definidas. 

Obs 2: Os casos particulares de 
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Exemplo 14.1

Calcular o momento ordinário  de ordem S > 0 da variável aleatória de Bernoulli (p).
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Resumindo, 
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Exemplo 14.2

Calcular o momento de ordem S > 0 da variável  aleatória Gama de parâmetros  ( e r.
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Finalmente, 
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Exemplo 14.3 

Calcular o momento ordinário de ordem s > 0 da variável aleatória Normal (0,1).
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Se s = 2k-1, k = 1,2,3...a integral se dá sobre uma função ímpar e consequentemente 
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Se s = 2k,    
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Fazendo-se  
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Em resumo temos finalmente que
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Definição 14.2

Seja X uma variável aleatória com função de distribuição F(x). Chama-se momento central de ordem S da v.a. X e se representa por 
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, para todo S = 0,1,2,3...

1. Se X é do tipo discreto, assumindo valores k = 0,1,2,3..., com probabilidades 
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2. Se X é do tipo contínuo, tendo função de densidade f(x)
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Nota 1: Em ambos os casos a existência do momento central  de ordem S de X está condicionada à convergência da soma ou da integral acima definidas. 

Nota 2: Os casos particulares de 
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 Função Geratriz de Momentos de uma v.a. X.

Definição 14.3

Seja X uma variável aleatória com função de distribuição F(x). Chama-se função  geratriz de momentos de X e se representa por 
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 à expectância da função 
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1. Se X é do tipo discreto assumindo valores k = 0,1,2,3....
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2. Se X é do tipo contínuo
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Exemplo 14.4

Calcular a função geratriz de momentos da v.a. Binomial(n,p)
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Exemplo 14.5

Calcular a função geratriz de momentos da v.a. Poisson (().
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Exemplo 14.6

Calcular a função geratriz de momentos da variável aleatória Normal (0,1).
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Finalmente, 
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Propriedades da Função Geratriz de Momentos.

1 - 
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2 - Se X tem função geratriz de momentos  
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Prova: 
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3 - Se 
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 são variáveis aleatórias independentes todas com a mesma distribuição  e com funções características 
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4. Se X tem função geratriz 
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 então sua derivada de ordem s no ponto t = 0 produz o momento ordinário de ordem s de X , isto é   
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Prova:

Admitamos que X seja uma variável aleatória do tipo contínuo com função de densidade. Se X for do tipo discreto o procedimento é análogo.
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E assim por diante, 
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Exemplo 14.7

Obtenha a função geratriz de momentos da variável aleatória N(m,() e use-a para calcular a média e a variância de X.

Solução:

Se X é N(m,() ( 
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 é N(0,1) ( 
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De acordo com a propriedade 2, 
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Cálculo dos momentos ordinários de ordem s = 1,2.
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Desta forma VAR(X) = 
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Exemplo 14.8

Obtenha a média e variância da v.a. Binomial (n,p) usando sua função característica.

Solução:
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