Cálculo de Probabilidades 

Ence
 

                                                                                         Ence


1.
Distribuições de variáveis  aleatórias  n-dimensionais..

1. 1 – Introdução.

Estudamos no curso de Cálculo das Probabilidades I o caso de uma simples variável aleatória associada a um espaço amostra unidimensional. Esta variável aleatória formalmente,  é uma função X que associa a cada elemento genérico w do espaço amostra 
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 de uma experiência aleatória 
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, um número real x.   Mas em certos fenômenos  os parâmetros de interesse de estudo, dependem de duas ou mais variáveis aleatórias, como nos exemplos que seguem:

i) O administrador de uma loja de departamento interessado no controle e planejamento das vendas durante um determinado ano,  certamente registrará  o total de vendas observado a cada mês,  obtendo assim uma seqüência numérica de valores   
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. Estes valores constituem-se em determinações de um conjunto de variáveis aleatórias  
[image: image4.wmf](

)

12n

X,X,...,X

, onde 
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X,i1,2,3,...,12
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 é o total de vendas observado no mês i = 1,2,...,12.

ii) As matrículas de candidatos a uma escolinha de futebol estão em geral condicionadas à realização de um exame biométrico do candidato  onde são pesquisadas dentre outras, características dos candidatos tais como: sexo, idade, altura, peso. Associando a cada uma destas características as letras X,Y,Z  e W, cada candidato fornecerá um conjunto de quatro valores (x,y,z,w) que são observações de uma variável aleatória    
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. Neste particular fenômeno temos uma variável aleatória quadri-dimensional onde uma delas (sexo) é do  discreto,  quando  associamos os números 1 e 2 aos sexos feminino e masculino,  respectivamente. As  demais são variáveis aleatórias  do tipo contínuo se entendermos a idade  e o peso como medidas de tempo e de massa, respectivamente. 

iii) Tomemos como outro exemplo, o tradicional lançamento de dois dados. Os resultados possíveis são os 36 pares bem conhecidos:
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Estes 36 pares são determinações da variável aleatória bi-dimensional 
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, onde X e Y são variáveis aleatórias  que assumem ambas,  as determinações 1,2,...,6. 

A partir desta experiência podemos definir outras variáveis aleatórias tais como:
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Facilmente verificamos que estas variáveis aleatórias  assumem os valores:
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As variáveis aleatórias  estabelecidas neste exemplo podem ser estudadas conjuntamente e neste caso definimos uma variável aleatória de dimensão 5, representada pelo vetor:
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Particularizando, para o caso de 2 variáveis aleatórias  , sejam X e Y  variáveis aleatórias reais definidas em um espaço amostra 
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. Cada uma destas variáveis é uma função que associa a cada ponto w Î 
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 um ponto em algum intervalo do conjunto de números reais. 

Definição 1.1 

Seja w o resultado eventual de uma experiência aleatória 
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, cujo espaço amostra é 
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. A função (X,Y), tal que:
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é denominada variável aleatória bidimensional, se e somente se, o evento 
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 tiver probabilidade definida para todo para  
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O vetor (X,Y) é uma função composta por duas funções do tipo:
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O gráfico que segue ilustra as correspondências mencionadas,
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Exemplo 1.1 

Dois dados são lançados e seus pontos registrados. Seja X a variável aleatória que se identifica à soma dos pontos obtida e Y a variável aleatória que assume o mínimo ponto obtido.

O espaço amostra da experiência pode ser representado por





[image: image23.wmf](

)

{

}

1212

ww,w/w,w1,2,...,6

W===


A variável aleatória (X,Y) transforma o ponto wÎ

SYMBOL 87 \f "Symbol" \s 12W nos pares (x,y)Î
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, tais que

 x = 2,3,...,12 e y = 1,2,3,4,5,6.

Nota 1:

Prova-se que se (X,Y) é uma variável aleatória bidimensional então cada uma das variáveis aleatórias X e Y é uma variável aleatória unidimensional.

Exemplo 1.2

Um aluno é selecionado aleatoriamente da população de alunos da Ence com o objetivo de se registrar seu peso e sua altura. O espaço amostra da experiência é o conjunto de todos os alunos matriculados. Representando por 
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 a ficha escolar do i-ésimo aluno, então:
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No presente caso x é o peso e y é a altura do aluno selecionado.

Em muitos casos,  apresenta-se  o interesse em analisar n características de uma população e assim generalizamos  a  Definição 1.1 como segue:

Definição 1.2

Seja w o resultado eventual de uma experiência aleatória 
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, cujo espaço amostra é 
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. A função 
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é denominada variável aleatória n-dimensional se e somente se o evento 
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tiver probabilidade definida para toda n-úpla  
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Nota 2:

Prova-se que se 
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 é uma variável aleatória n-dimensional então qualquer m-úpla 
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, 
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 é uma variável aleatória m-dimensional, onde i = 1,2,...,n.

Definição 1.3

Seja 
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 uma variável aleatória n-dimensional. Dizemos que 
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 é uma variável aleatória p-dimensional marginal de  
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 ,se (p<n).

Nota 3:

Dada uma variável aleatória n-dimensional podemos definir:

-   
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 variáveis aleatórias marginais unidimensionais

-   
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 variáveis aleatórias marginais bidimensionais 

..................................................................................

..................................................................................

-   
[image: image41.wmf]n

n1

æö

ç÷

-

èø

 variáveis aleatórias marginais (n-1)-dimensionais

Concluímos daí que, a partir de uma variável aleatória n-dimensional , podemos definir 
[image: image42.wmf]2

2

n

-

 variáveis aleatórias marginais.

1.1 – Função de probabilidade de uma variável aleatória n-dimensional.

Definição 1.4

Seja 
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 uma variável aleatória n-dimensional, tal que  
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 é uma variável aleatória do tipo discreto para todo i =1,2,3...,n. Chama-se função de probabilidade da variável n-dimensional 
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Nota 4: 

Na notação acima o sinal  (;) substitui o símbolo de interseção 
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Exemplo 1.3

Consideremos a experiência do lançamento de dois dados, onde X e Y são os pontos obtidos no primeiro e segundo dado, respectivamente.

Como os 36 pares são equiprováveis, temos que:
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Exemplo 1.4

Duas peças são retiradas ao acaso de um lote contendo cinco peças perfeitas, duas defeituosas e três inacabadas. Sejam X e Y as variáveis aleatórias que se identificam ao número de peças perfeitas e defeituosas selecionadas. Obtenha as probabilidades de todos os pares possíveis de valores de (X,Y).

Solução:

A variável aleatória (X,Y) assume os pares (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1) e (2,0).

O número total de maneiras que duas peças podem ser selecionadas é igual a 
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Por exemplo, o número de casos favoráveis ao evento 
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, de acordo com a regra da multiplicação,  é 
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. Portanto 
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. A expressão analítica da função de probabilidade de (X,Y) é dada por:
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, x = 0,1,2; y = 0,1,2  e  
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Os valores da função de probabilidade são em geral, e quando possível, apresentados numa tabela de dupla entrada conforme abaixo:

	Quadro 1

	Y/X
	0
	1
	2

	0
	3/45
	15/45
	10/45

	1
	6/45
	10/45
	-

	2
	1/45
	-
	-


Exemplo 1.5 

Considere a experiência que consiste em selecionar um aluno da turma do terceiro período da Ence. A probabilidade de escolha de um aluno do sexo masculino é igual a p  e  por conclusão,  a probabilidade de seleção de uma aluna é q, sendo 
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Suponha que esta experiência seja repetida 3 vezes sempre nas mesmas condições e considere as seguintes variáveis aleatórias:
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X:

 número de alunos do sexo masculino selecionados nas duas primeiras provas.
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X:

 número de alunos do sexo masculino selecionados nas duas últimas  provas. 

A tabela abaixo mostra os elementos do espaço amostra (onde M e F representam masculino e feminino respectivamente), os pares de valores possíveis da variável aleatória bi-dimentsional 
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	Quadro 2
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	(M,M,M)
	(2,2)
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	(M,M,F)
	(2,1)
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	(M,F,M)
	(1,1)
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	(F,M,M)
	(1,2)
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	(M,F,F)
	(1,0)
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	(F,M,F)
	(1,1)
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	(F,F,M)
	(0,1)
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	(F,F,F)
	(0,0)
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A partir desta tabela, construímos a função de probabilidade da variável aleatória 
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 apresentada na tabela seguinte:

	Função de probabilidades de 
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	0
	1
	2

	0
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	1
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1.2
- Propriedades da função de probabilidades de uma variável aleatória n-   dimensional.

1.
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Reportando-nos aos exemplos já apresentados verificamos que:

No Exemplo 1.3 as duas primeiras propriedades são satisfeitas pois cada probabilidade é igual a 1/36 e o espaço amostra é constituído por 36 pares,  resultando então que a soma de todas as probabilidades do modelo é igual a 1. 

O mesmo acontece no Exemplo 1.4 quando somamos as seis probabilidades apresentadas no quadro 1. 

No Exemplo 1.5  igualmente as duas primeiras propriedades são contempladas pois 
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Exemplo 1.6

Determine o valor de k, de maneira que 
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 seja uma função de probabilidade.

Solução:

De acordo com a propriedade 2 temos:
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Exemplo 1.7

A variável aleatória (X,Y) tem função de probabilidade conforme quadro abaixo.

	X/Y
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	0,03
	0,25
	0,05
	0,05
	0,05

	2
	0,05
	0,02
	0,05
	0,10
	0,05

	3
	0,10
	0,05
	0,05
	0,05
	0,05


a)   Verifique as duas primeiras propriedades e 

b) Calcule 
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Solução:

a) Obviamente 
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b)   A é o produto cartesiano dos conjuntos 
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, e conforme a propriedade 3, temos:  
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1.3 – Função de probabilidades das variáveis aleatórias marginais.

Introduziremos o conceito de distribuição marginal com o seguinte exemplo.

Exemplo 1.8

Dois dados são lançados. Seja (X,Y) a variável aleatória bidimensional tal que:

X: “ponto obtido no primeiro dado”

Y: “máximo dos pontos obtidos” 

A função de probabilidade da variável aleatória bidimensional (X,Y) é apresentada no quadro abaixo:

	Quadro 3

	x/y
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	P(x)

	1
	1/36
	1/36
	1/36
	1/36
	1/36
	1/36
	1/6

	2
	-
	2/36
	1/36
	1/36
	1/36
	1/36
	1/6

	3
	-
	-
	3/36
	1/36
	1/36
	1/36
	1/6

	4
	-
	-
	-
	4/36
	1/36
	1/36
	1/6

	5
	-
	-
	-
	-
	5/36
	1/36
	1/6

	6
	-
	-
	-
	-
	-
	6/36
	1/6

	P(y)
	1/36
	3/36
	5/36
	7/36
	9/36
	11/36
	1


A expressão analítica da função de probabilidade de (X,Y) é dada por:
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Com relação à variável aleatória X, que assume o ponto obtido no primeiro dado, obviamente que 
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A variável aleatória Y  assume o valor y, quando o par (x,y) é tal que 
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. Por exemplo, o evento (Y=3) ocorre se e somente se ocorrerem um dos pares (1,3), (2,3), (3,3), (3,1) ou (3,2), ou seja 5 pares dentre os 36 pares possíveis são favoráveis à ocorrência daquele evento. A expressão analítica da função de probabilidade de Y é dada por 
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As funções de probabilidades das variáveis aleatórias unidimensionais, chamadas de marginais são calculadas quando somamos as linhas e as colunas da função de probabilidades de 
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Isto pode ser comprovado se usarmos o conceito  de partição de um evento. Por exemplo, o evento 
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 pode ser decomposto através de uma união de eventos mutuamente exclusivos e exaustivos como segue: 
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e por conseqüência, 
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Assim, dada uma variável aleatória bidimensional (X,Y) com função de probabilidade 
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, as funções de probabilidades das variáveis aleatórias marginais unidimensionais X e Y são obtidas conforme segue:
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Definição 1.5 

Seja  
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, a variável aleatória marginal p-dimensional 
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Notemos que os somatórios se estendem para todo 
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 que não participa da variável aleatória p-dimensional em questão. 

Exemplo 1.9

Considere a variável aleatória n-dimensional cuja função de probabilidade é dada por
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Se desejamos encontrar, por exemplo, a função de probabilidade da variável aleatória marginal bidimensional 
[image: image112.wmf](

)

12

X,X

, somamos a função 
[image: image113.wmf](

)

12n

Px,x,...,x

 em relação às variáveis 
[image: image114.wmf]x

x

x

n

3

4

,

,

.

.

.

,

, conforme abaixo,
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Observamos que 
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E assim sucessivamente, operando da direita para a esquerda cada um dos somatórios dentro do colchete,  obteremos ao final da operação a função de probabilidade de
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Exemplo 1.10

Considere a variável aleatória tridimensional  com função de probabilidade dada pela expressão 
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a)   Obtenha a função de probabilidade da marginal 
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b) Calcule 
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Solução:

Item a:
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Item b:
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Exemplo 1.11

Uma urna contém 3 bolas numeradas de 1 a 3. São retiradas aleatoriamente 2 bolas, uma a uma, com reposição (sem reposição). Sejam X e Y as variáveis aleatórias que se identificam aos números das bolas retiradas. Determine P(x,y), P(x) e P(y).

Solução:

a) esquema com reposição.

Segundo a regra da multiplicação o espaço amostra da experiência tem 3´3 = 9 pontos

 com iguais probabilidades , ou seja,
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As  funções pedidas são:
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b) esquema sem reposição

O espaço amostra neste caso é constituído por 
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 pontos com iguais probabilidades, ou seja 
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As funções procuradas são mostradas  no quadro abaixo, onde no corpo da tabela tem-se a função P(x,y), na linha de totais a função P(y) e na coluna de totais a função  P(x).

	X/Y
	1
	2
	3
	P(x)

	1
	-
	1/6
	1/6
	1/3

	2
	1/6
	-
	1/6
	1/3

	3
	1/6
	1/6
	-
	1/3

	P(y)
	1/3
	1/3
	1/3
	1


Exemplo 1.12

Uma moeda com os números 1 e 2 inscritos em suas faces,  é lançada duas vezes. Seja X a soma, Y a diferença (X-Y) e Z o módulo da diferença. Obtenha as funções de probabilidades das variáveis aleatórias envolvidas no problema.

Solução:

Temos então 
[image: image129.wmf]2
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 variáveis aleatórias, quais sejam: a tridimensional (X,Y,Z), as bidimensionais   (X,Y), (X,Z) e (Y,Z) e as unidimensionais X, Y e Z .

A variável (X,Y,Z) tem função de probabilidade conforme a tabela abaixo.

	W
	X
	Y
	Z
	P(x,y,z)

	(1,1)
	2
	0
	0
	1/4

	(1,2)
	3
	-1
	1
	1/4

	(2,1)
	3
	1
	1
	1/4

	(2,2)
	4
	0
	0
	1/4


As funções de probabilidades das bidimensionais e unidimensionais encontram-se nos três quadros que seguem:

	X/Y
	-1
	0
	1
	P(x)
	
	X/Z
	0
	1
	P(x)
	
	Y/Z
	0
	1
	P(y)

	2
	-
	1/4
	-
	1/4
	
	2
	1/4
	-
	1/4
	
	-1
	
	1/4
	1/4

	3
	1/4
	-
	1/4
	1/2
	
	3
	-
	2/4
	1/2
	
	0
	2/4
	-
	1/2

	4
	-
	1/4
	-
	1/4
	
	4
	1/4
	-
	1/4
	
	1
	-
	1/4
	1/4

	P(y)
	1/4
	1/2
	1/4
	1
	
	P(z)
	1/2
	1/2
	1
	
	P(z)
	1/2
	1/2
	1


1.4
– Função de distribuição de uma variável aleatória n-dimensional.

Definição 1.6

Consideremos 
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Obs:   Se todas as variáveis 
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 , i = 1,2,...,n são do tipo discreto,
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Exemplo 1.13

Seja (X,Y) a variável aleatória que se identifica ao par de pontos obtidos no lançamento de dois dados. De acordo com a definição 1.6, a função de distribuição de (X,Y) é igual a 
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Para ilustração do cálculo seguem alguns exemplos:
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Exemplo 1.14

A função de probabilidade da variável aleatória (X,Y) é dada pela tabela abaixo.

	X/Y
	0
	1
	2

	0
	-
	0,1
	0,1

	1
	-
	0,4
	0

	2
	0,1
	0,1
	0,2


Calcule F(x,y).

Solução:

Segundo a definição 1.6,  F(x,y) é definida para todo par 
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. De forma que para

cada par (x,y) devemos somar as probabilidades de todos os pares de 
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 com probabilidade não nula no “retângulo infinito” hachurado da figura 1.
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A figura 2 ilustra os pares (x,y) para os quais existe uma probabilidade não nula conforme a tabela de F(x,y),
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Cálculo de F(x,y):

1.
Se 
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2.    Se 
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3.    Se 
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4.    Se 
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6.    Se 
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7.    Se 
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8.    Se  
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9.    Se 
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Até então,  estudamos algumas definições e conceitos envolvendo variáveis aleatórias n-dimensionais (particularmente para n = 2), exemplificando cada caso com variáveis aleatórias do tipo discreto. A definição 1.6 permanece válida para o caso em que as

componentes da variável aleatória n-dimensional são do tipo contínuo.

No que se segue relataremos as principais propriedades da função de distribuição de uma variável aleatória n-dimensional. Estas propriedades,  igualmente permanecem para o caso contínuo citado. 

1.4.1 – Propriedades da função de distribuição de uma variável aleatória n-dimensional.

1. 
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Obviamente a propriedade decorre do fato de que a função de distribuição é a probabilidade de um evento aleatório, e , como tal pertence ao intervalo [0,1], de acordo com o axioma 1 do cálculo das probabilidades.

2.   
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Mais rigorosamente,  
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Para ilustrar esta propriedade recordemos que 
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 são variáveis aleatórias reais então assumem certamente valores menores que  
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3.  
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, se pelo menos algum 
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Ilustramos mais uma vez com o evento envolvendo  
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. Por exemplo, 
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 é igual, por definição,  à probabilidade do evento  
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 que é impossível de ocorrer porque uma variável aleatória real não pode assumir valores menores que 
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4.    
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i = 1,2,...,n, isto é:    
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5.  
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A demonstração dessa propriedade não está contemplada neste texto.

6.  Para p < n, a função de distribuição da marginal 
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Mais  rigorosamente, 
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. Um caso particular extremo é aquele em que desejamos obter a função de distribuição de uma das marginais unidimensionais:   
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Exercícios 1.1

1.1.1 - Duas moedas perfeitas são lançadas. Sejam X e Y  as variáveis aleatórias que se identificam  aos resultados obtidos na primeira e segunda moedas, respectivamente. Obtenha as funções: P(x,y), P(x), P(y) e F(x,y). 

1.1.2 - Suponha que uma urna contenha seis bolas, sendo 2 brancas, 1 preta e 3 vermelhas. Duas bolas são retiradas ao acaso com reposição (sem reposição).  Seja 
[image: image179.wmf]X

k

, k = 1,2  a variável aleatória que  assume os valores  0 ou 1, conforme a bola extraída na k-ésima retirada seja branca ou não, respectivamente. Descreva em convenientes tabelas de dupla entrada as funções de probabilidade de 
[image: image180.wmf](

)

1212

X,X,eX,X

.

1.1.3 – A função de probabilidade da variável (X,Y) é apresentada no quadro abaixo: 

	Y/X
	0
	1
	2

	0
	1/12
	1/60
	1/4

	1
	1/8
	1/12
	1/30

	2
	1/24
	1/24
	1/4

	3
	1/120
	1/40
	1/24


Calcule:

a) 
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c)     
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b) 
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                 d)     
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1.1.4 – A função de probabilidade da variável aleatória (X,Y) é dada pela expressão
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. Obtenha as funções de probabilidades das marginais, ou seja P(x) e P(y).

1.1.5 – Determine o valor de k  de maneira que a função 
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 definida para x = 1,2 ;  y = 1,2,3  e  z = 1,2 seja a função de probabilidade da variável aleatória tri-dimensional  (X,Y,Z).

1.1.6 – Considere a variável aleatória definida no exercício 1.1.5. Determine:
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1.1.7 - Considere a variável aleatória definida no exercício 1.1.5. Determine os seguintes valores da função de distribuição de (X,Y,Z).
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1.1.8 - Dois livros são selecionados de uma estante que contem 3 livros de estatística, 2 livros de matemática e 3 livros de física. Se X e Y são as variáveis aleatórias que se identificam ao número de livros de estatística e matemática escolhidos, respectivamente, construa a tabela de dupla entrada da função de probabilidade de (X,Y).

1.5 – Função de densidade de uma variável aleatória n-dimensional.

 Estudaremos agora as variáveis aleatórias n-dimensionais cujas componentes 
[image: image190.wmf]X
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 são todas do tipo contínuo. O exemplo 1.2 é um caso clássico onde a variável aleatória (X,Y) tem componentes contínuas: peso e altura. 

Recordemos que a probabilidade de uma variável aleatória X, do tipo contínuo assumir um valor x no conjunto dos reais é igual zero, isto é,  se X é do tipo contínuo então 
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Assim, se X assume valores em um intervalo real 
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,  não tem sentido buscar sua função de probabilidade como fizemos até agora para o caso discreto. No entanto,  dado um intervalo  
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 podemos calcular a 
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No caso particular de uma variável aleatória bidimensional (X,Y) com ambas componentes do tipo contínuo podemos calcular a probabilidade da interseção dos eventos 
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, isto é: 
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1.5.1 – Função de densidade de uma variável aleatória bidimensional.  

Iniciaremos este estudo resolvendo o seguinte exercício.

Exemplo 1.15

Seja (X,Y)  uma variável aleatória bidimensional e seja 
[image: image197.wmf]A
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, conforme a figura  3,
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Calculemos a probabilidade da variável aleatória bidimensional (X,Y) assumir um valor na região A.
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Consideraremos agora uma especial região  
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, ilustrada na figura 4, definida por 
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Como vimos, a probabilidade de (X,Y) pertencer à região A é:
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Dividindo-se ambos os lados pela área da região A, ou seja, pelo produto  
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 e calculando-se o limite quando 
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 tendem para zero, escrevemos
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Ao dividirmos a probabilidade da região A pela sua área,  estamos distribuindo esta probabilidade para cada ponto (x,y) pertencente á região A. 

À razão 
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 chamamos  de densidade média de probabilidade na região A. 

Ao fazermos 
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 tenderem para zero,  a região A  coincide com o ponto (x,y) em 
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, e ao limite da densidade média de probabilidade no ponto (x,y), denominamos densidade no ponto (x,y), função esta definida por:
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Definição 1.7

Seja 
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 uma variável aleatória n-dimensional. Chama-se função de densidade de 
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, se existem e são contínuas as derivadas 
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1.5.2 – Propriedades da função de densidade de uma variável aleatória n-dimensional.

1.
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3. Se 
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4. Para p < n, a função de densidade da marginal 
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Exemplo 1.16

Seja (X,Y) uma variável aleatória com densidade constante na região do 
[image: image222.wmf]R

2

 definida por 
[image: image223.wmf](

)

{

}

Ax,y/0x1,0y1

=<<<<

. Obtenha f(x,y), f(x) e f(y).  

Solução:

A função de densidade é da forma :

[image: image224.wmf](
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Para calcular a constante c , usamos a segunda propriedade, ou seja,
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Assim, a densidade em questão é uma superfície de altura igual a c = 1 plotada no eixo z que corresponde à f(x,y), conforme gráfico 1,

[image: image226.png])





Para determinar a função de densidade marginal f(x), de acordo com a propriedade 4, devemos integrar a função de densidade f(x,y) em  relação a y, para todo x , isto é:

1.
Se x < 0
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2. Se 0<x<1
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3. Se x > 1
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Em resumo, a função de densidade da variável aleatória X é dada por
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Verificamos que X tem distribuição uniforme em (0,1). Analogamente podemos verificar que Y tem distribuição uniforme em (0,1).

Exemplo 1.17

Seja 
[image: image231.wmf]f
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. Obtenha as densidades das marginais X e Y.

A figura 5 está ilustrada a  região na qual a variável aleatória  (X,Y) assume os pares

(x,y),
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 O cálculo das marginais  f(x) e f(y), se faz de acordo com a propriedade 4 ,
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Exemplo 1.18

Seja (X,Y) uma variável aleatória cuja densidade é constante na região A de 
[image: image235.wmf]R
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 definida por  
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[image: image237.wmf]. Determine:

a) f(x,y)    b) f(x)   c)f(y)   d) 
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Apresentamos a seguir, na figura 6, a  região hachurada A,  na qual a variável aleatória

 assume os pares (x,y),
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Item a)

Segundo a propriedade 2, temos que 
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De forma que a função de densidade de (X,Y) é dada pela expressão,
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item b)
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item c)


[image: image245.wmf](

)

(

)

1y

y

1

fy4dx412y0y

2

-

==-<<

ò



[image: image246.wmf](
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item d)

Para resolver este item devemos usar a propriedade 3, ou seja, 


[image: image247.wmf](

)

0,5

1

0,500,50

2

2

0,25y0,25

0,25

1yy1

PX0,5;Y0,254dxdy4ydy4

2228

æù

æö

<>==-=-=

ç

ç÷

ú

èø

èû

òòò

.

Item e)

O evento 
[image: image248.wmf](
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 corresponde à região hachurada da figura 7,
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Podemos calcular esta probabilidade usando a probabilidade complementar do evento, conforme segue:
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Nota:

Quando integramos uma superfície sobre uma região A , em 
[image: image252.wmf]R

2

, o resultado é o volume do sólido formado pela projeção da superfície sobre a região A. Ora, como a superfície em questão é constante,  qualquer integração da superfície sobre uma parte de A é proporcional à área da parte. Se analisarmos os quatro triângulos que formam a área A,  podemos atribuir a probabilidade 1/4 de (X,Y) assumir um par (x,y) em cada um daqueles triângulos.

Exemplo 1.18

Consideremos a variável aleatória tridimensional cuja função de densidade é dada pela expressão
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Por exemplo, a densidade da variável aleatória bidimensional (X,Y) é obtida da seguinte maneira, segundo a propriedade 4, 
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Mais uma vez usando a propriedade 4, determinamos a densidade da unidimensional X,


[image: image255.wmf]
Exercícios propostos 1.2

1.2.1 – Determinar as densidades marginais da variável aleatória cuja função de densidade conjunta é dada por:
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1.2.2 – Seja (X,Y) uma variável aleatória cuja função de densidade é dada pela expressão 
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Obtenha as funções f(x) e f(y).

1.2.3 -  A variável aleatória (X,Y) possui densidade constante distribuída em um círculo de raio r, centrado na origem. Obtenha a função de densidade das  variáveis  aleatórias marginais de  X e Y.

1.2.4 – Seja função de densidade 
[image: image258.wmf](
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. Determine a constante k e as densidades marginais de X e Y.

1.2.5 – Determine as densidades marginais das variáveis aleatórias X e Y , cuja distribuição conjunta tem densidade 
[image: image259.wmf](
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1.2.6 – A variável aleatória (X,Y) tem função de densidade igual a cy na região A de 
[image: image260.wmf]R
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 definida por 
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. Determine a constante k e as funções de densidades das marginais X e Y.

1.2.7 – A variável aleatória (X,Y) é uniformemente distribuída na região delimitada pela reta y = 4 e a curva 
[image: image262.wmf]y

x

=

2

. Determine f(x,y), f(x) e f(y). Calcule 
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1.2.8 – Seja (X,Y) uma variável aleatória com densidade constante na região A de  
[image: image264.wmf]2
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 definida por 
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. Determine f(x,y), f(x) e f(y).

1.2.9 – A variável aleatória bidimensional (X,Y) tem função de densidade dada pela expressão 
[image: image266.wmf](
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. Determine a constante c e as funções de densidade marginais.  

1.2.10 – Se a função de densidade da distribuição conjunta de X e Y é dada por
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Determine:
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 1.6 – Função de distribuição de uma variável aleatória n-dimensional (caso contínuo)

Como já comentado, a definição 1.6 permanece válida quando as variáveis aleatórias  
[image: image270.wmf]X
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, i = 1,2,...,n são todas do tipo contínuo, mas neste caso a função de distribuição de 
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Exemplo 1.19

No exemplo 1.15 estudamos a variável aleatória (X,Y) cuja  densidade é igual a 1 na região na região 
[image: image273.wmf](
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. A função de densidade desta variável aleatória aparece no gráfico 1. Para  se obter a função de distribuição de (X,Y) integraremos esta função para todo par (x,y)
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, conforme figura 1 do exemplo 1.13.

Então,
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A figura 8 apresenta à sua esquerda o “retângulo infinito” no qual a f(x,y) deve ser integrada para se calcular F(x,y) para (x,y) 
[image: image276.wmf]Î
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. Este cálculo se limita apenas à integral
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na área hachurada que se vê  à direita da mesma figura, visto que f(x,y) é nula para os pares (x,y)ÏA.

Se  
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Estudemos agora um outro caso, ou seja,  quando o par (x,y) encontra-se posicionado no plano xy conforme o lado esquerdo da figura 9.
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Este cálculo se limita apenas à integral na área hachurada que se vê  à direita da mesma figura, visto que f(x,y) é nula para pares 
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Se 
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Se 
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, o “retângulo infinito” tem interseção vazio com a região A, e portanto 
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Finalmente consideraremos o caso em que 
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y

³

³

1

1

,

.À esquerda da figura 9 temos o “retângulo infinito”  e à direita a interseção com a região A que é a própria região A, e assim o valor da função de distribuição é igual a 1.

Assim temos,
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Em resumo, 
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Ressaltamos que F(x,y) é definida para todo par 
[image: image291.wmf](
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, o que pode ser verificado na expressão acima se fizermos a união de todas  as 5  regiões enumeradas.

Exemplo 1.20

Obtenha a função de distribuição da variável aleatória tridimensional cuja função de densidade é dada por  
[image: image292.wmf](
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Solução:
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Em resumo, 
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Por exemplo, se desejamos a função de distribuição da marginal (X,Y), fazemos,
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A função de distribuição da marginal unidimensional Y seria
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Exercícios 1.3

1.3.1 – A variável aleatória (X,Y) tem densidade constante igual a 4 na região 
[image: image298.wmf]A
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. Determine F(x,y).

1.3.2 – Determine a função de distribuição da variável aleatória (X,Y),  cuja densidade é dada pela expressão: 
[image: image300.wmf](
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1.3.3 – Determine a função de distribuição da variável aleatória (X,Y), cuja densidade é dada pela expressão: 
[image: image301.wmf](
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a) Determine a densidades marginais e a função de distribuição de (X,Y).

b) Calcule: 
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1.3.4 – A variável aleatória (X,Y) tem densidade igual a 
[image: image303.wmf](
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. Determine F(x,y).

1.3.5 – A variável aleatória(X,Y) tem densidade 1/2  no quadrado de vértices (v,v),

 (v,-v), (-v,v) e (-v,-v). Determine a densidades marginais e a função de distribuição de (X,Y).

1.3.6 – Se a função de densidade de X e Y é dada por
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Encontre a função de distribuição correspondente.

1.3.7 – A função de distribuição de (X,Y) é igual a 
[image: image305.wmf](
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 para x > 0 e y > 0, e ZERO em caso contrário. Determine a f(x,y) e calcule 
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2. Distribuições Condicionais e Independência.

Seja (X,Y) uma variável aleatória bidimensional com função de densidade f(x,y). Além das densidades marginais f(x) e f(y),  temos associadas a (X,Y) as chamadas densidades condicionais f(x/y) e f(y/x). Por exemplo, podemos determinar a função de densidade da variável aleatória unidimensional X condicionada ao evento 
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 S pode ser um simples valor de Y, digamos 
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. Esta idéia pode ser também associada a uma  variável aleatória (X,Y) com função de probabilidade P(x,y).

 Recordemos que 
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. Vamos tratar inicialmente de distribuições condicionais derivadas de variáveis aleatórias do tipo discreto. Seja então (X,Y) uma variável aleatória com função de probabilidade P(x,y) e consideremos os eventos 
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Se as probabilidades 
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 são ambas positivas, calculamos,  
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Se R = x, a função 
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 é chamada função de probabilidade da variável aleatória unidimensional  X condicionada ao evento 
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(2.1)

Dois casos particulares são importantes em relação à definição do conjunto S.

10. caso:  
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(2.2)

20. caso: 
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(2.3)

No segundo caso a função de probabilidade de X condicionada ao evento S, pode ser escrita
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(2.4)

As funções de distribuições condicionais nestes casos são obtidas da seguinte forma:

10. caso: 
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(2.5)

20. caso: 
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(2.6)

Exemplo 2.1 

A função de probabilidade da variável aleatória bidimensional (X,Y) está apresentada no quadro abaixo:

	x/y
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	P(x)

	-1
	0,01
	0,01
	0,01
	0,15
	- 
	0,05
	-
	0,23

	0
	0,05
	0,03
	0,05
	0,08
	0,01
	0,02
	0,01
	0,25

	1
	0,10
	0,02
	0,05
	0,10
	0,01
	0,01
	0,01
	0,30

	2
	0,05
	0,10
	0,01
	0,01
	0,01
	0,01
	0,03
	0,22

	P(y)
	0,21
	0,16
	0,12
	0,34
	0,03
	0,09
	0,05
	1,00


Estudaremos alguns exemplos de aplicação do  casos estudados anteriormente:

1) Calculemos a função de probabilidade da variável  X condicionada ao evento Y = 1.

Devemos então calcular a probabilidade condicional 
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Assim, 
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Frisamos que a variável aleatória condicionada ao evento (Y=1) é uma variável aleatória unidimensional. Sua função de probabilidade, em resumo,  é :

	x
	-1
	0
	1
	2
	
[image: image329.wmf]å



	P(X=x/Y=1)
	0
	1/3
	1/3
	1/3
	1


É importante registrar que a variável aleatória (X/Y=y)  é na realidade, uma família de funções de probabilidades  do tipo mostrado acima. Esta família é constituída por 7 funções de probabilidades, uma para cada y = -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3.  

2) Calculemos agora a função de probabilidade de X condicionada ao evento (Y>0).
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O mesmo procedimento aplicado para os demais valores de x  resulta em

	x
	-1
	0
	1
	2
	
[image: image333.wmf]å



	P(X=x/Y>0)
	5/17
	4/17
	3/17
	5/17
	1


   As distribuições condicionais tem,  entre outras utilidades,  a obtenção de funções de probabilidades (ou de densidades). Se por exemplo, conhecemos as funções de probabilidades de X e de Y condicionada ao evento (X=x) podemos obter a função de probabilidade da conjunta (X,Y). 

Exemplo 2.2

Suponha que uma ferramenta seja fabricada em uma linha de montagem com probabilidade q de ser defeituosa e que sucessivas fabricações formam uma sequência de provas de Bernolli.

Uma grande loja de departamentos encomendou um lote de 1000  ferramentas, e, só aceitará o lote se,  numa amostra de 5 ferramentas forem encontradas menos do que 2 ferramentas defeituosas. Qual a probabilidade de aceitação do lote?

Solução:

Se X é a variável aleatória que  se identifica ao número de ferramentas defeituosas no lote, então a X é Binomial (1000,q) e portanto,





[image: image334.wmf](

)

k1000k

1000

PXkqpk0,1,2...,1000

k

-

æö

===

ç÷

èø


Seja Y a variável aleatória . que se identifica ao número de ferramentas defeituosas encontradas dentre as 5 selecionadas do lote. Se há k (determinação X) ferramentas defeituosas, então,
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A função de probabilidade da bidimensional (X,Y) dada por:
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Daí temos,
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A partir desta função de probabilidade encontramos a função de probabilidade da marginal Y, como segue, 
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Finalmente, obtemos a função de probabilidades de Y, número de ferramentas defeituosas selecionadas :
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A probabilidade pedida é calculada por é P(aceitação do lote) = P(Y(2), ou seja, 
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Generalizemos o conceito de distribuições condicionais para o caso n > 2.

Definição 2.1  

Seja 
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 uma variável aleatória n-dimensional com função de probabilidade 
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, a função de probabilidade da variável aleatória marginal p-dimensional 
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 é dada pela expressão,
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desde que  
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Exemplo 2.3

Sejam X, Y e Z variáveis aleatórias discretas assumindo as determinações 0, 1 e  2, com probabilidades iguais. A variável aleatória tridimensional (X,Y,Z) assume em 
[image: image348.wmf]R
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,as triplas (x,y,z) e sua função de probabilidade é dada pela expressão,
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A função de probabilidade da marginal (Y,Z) é dada por,
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Esta também é a função de probabilidade das duas outras marginais bidimensionais, ou seja (X,Y) e (X,Z).

Calculemos agora a função de probabilidade da variável X condicionada ao evento 
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. Conforme vimos em (2.3) e por analogia, para o caso tridimensional, temos:
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A função de probabilidade desejada é então:
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Seja X uma variável aleatória cuja distribuição de probabilidades depende de um parâmetro, que por sua vez, é também uma variável aleatória com uma especificada distribuição de probabilidades. Neste caso dizemos que a variável aleatória X tem distribuição composta. Entre outras, uma destas distribuições merecem estudo especial: a variável aleatória Binomial Composta, que será vista no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4  (Variável Aleatória Binomial Composta) 

 Sejam 
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 variáveis aleatórias com distribuição de Bernoulli (p), independentes,  e consideremos a variável 
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 , onde N é uma variável  aleatória com distribuição de Poisson de parâmetro (.

A função de probabilidade de X é claramente a da variável aleatória Binomial de parâmetros N e p, ou seja;
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Desejamos obter uma fórmula para a função de probabilidade de X, independentemente de N cuja função de probabilidade é:
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Consideremos a função de probabilidades da variável aleatória bidimensional (X,N), ou seja:
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(2.6)

Mas 
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Substituindo-se devidamente em (2.6), obtemos a expressão da função de probabilidade conjunta,
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Para obter a função de probabilidade da marginal X, somamos a função de probabilidade conjunta em relação a n, isto é
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A variável aleatória X tem distribuição de Poisson (lp), e denomina-se distribuição binomial composta.

Definição 2.2

Seja 
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, a função de densidade  da variável aleatória marginal p-dimensional 
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 é dada pela expressão,
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desde que  
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Exemplo 2.5 

Seja a variável aleatória tridimensional (X,Y,Z) cuja função de densidade é dada por f(x,y,z). Expresse com base na definição 2.2 as funções de densidade das variáveis aleatórias:   a)
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Solução:

item a)
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item b)
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Nota: 

Nas definições 2.1 e 2.2,  relativas ao caso discreto e contínuo respectivamente, se a probabilidade do evento condicionante é igual a zero, convencionaremos que a distribuição condicional é igual a zero.

Um caso particular de grande interesse no estudo das distribuições condicionais se refere ao caso bidimensional e resumiremos o assunto com a definição que segue:

Definição 2.3 

Seja (X,Y) uma variável aleatória  com função de densidade f(x,y). A função de densidade de X condicionada ao evento (Y=y)  e de Y condicionada ao evento (X=x) são respectivamente 
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Definição 2.4 

Seja (X,Y) uma variável aleatória  com função de densidade f(x,y). A função de densidade de X condicionada ao evento (Y=S) é dada por
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Exemplo 2.6 

Determine as densidades marginais condicionais da variável aleatória (X,Y) cuja função de densidade é dada pela expressão:
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Solução:

Para facilitar visualmente as integrações, mostramos a região  A, na figura 10,  onde a variável aleatória (X,Y) assume valores com densidade diferente de zero. Deste modo qualquer integração fora da região A é igual a zero e não precisa ser indicada.

[image: image377.png]¥ Figura 10




Mais uma, vez a título de recordação calcularemos as densidades marginais de X e Y.

1 – densidade de X.

A integração em relação a y, para x < 0 e x > 1 é nula pois f(x,y) = 0.

Para  0<x<1,
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Em resumo, 




[image: image379.wmf](

)

2

0x0

fx3x0x1

0x1

<

ì

ï

=<<

í

ï

>

î


2 – densidade de Y. 

A integração em relação a x, para y < 0 e y > 1 é nula pois f(x,y) = 0.

Para  0<y<1,
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Em resumo,
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3 – densidade de (Y/X).

A densidade em questão é definida apenas para 0 < x <1, intervalo no qual a densidade f(x) é diferente de zero. Assim, usaremos a definição 2.3 apenas naquele intervalo.
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Em resumo, se 0 < x < 1,
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A função de densidade f(y/x) na verdade é uma família de funções de densidade uniforme no intervalo (0,x).

Obs: 
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       0< x <1. 

4 – densidade de (X/Y).

A densidade em questão é definida apenas para 0 < y <1, intervalo no qual a densidade f(x) é diferente de zero. Assim, usaremos a definição 2.3 apenas naquele intervalo.
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Em resumo, se 0 < y < 1,
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 A função de densidade f(x/y) na verdade é uma família de funções de densidade.

Se por exemplo, fizermos y = 0, a densidade resultante é de uma Beta(2,1), isto é,
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Obs: 
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 ,   0 < y <1

Exemplo 2.7

No exemplo 2.6   calculamos as médias das variáveis condicionais, ou sejam:
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Como esperado,  as médias das variáveis condicionadas Y e X são constantes em relação a y e x, no entanto essas médias são funções de x e de y, respectivamente, que por sua vez são determinações das variáveis aleatórias X e Y.

Com relação à média de Y condicionada a X, verificamos que,

1) A E(Y/X) é uma função 
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, da variável aleatória X. A média dessa função da variável X,  é:
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2) Por outro lado a média de Y é,
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Constatamos então que a média da variável aleatória Y condicionada à X tem  igual à média de Y, isto é:
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Com relação à média de X condicionada a Y, verificamos que,

1) A 
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, da variável aleatória Y. A média dessa função da variável Y,  é:
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2) Por outro lado a média de X é,
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Constatamos então que a média da variável aleatória X condicionada à Y é igual à média de X, isto é:
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Teorema 2.1

Se (X,Y) é uma variável aleatória bidimensional, com função de densidade f(x,y) e se f(x), f(y), f(x/y) e f(y/x) são as funções de densidades das marginais unidimensionais X e Y e das condicionais (X/Y) e (Y/X), respectivamente, então:
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(2.7)

Prova:

Como vimos nos exemplos recentes, a média  E(X/Y) é uma função de Y, digamos g(Y), isto é:
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Por outro lado,
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Substituindo-se devidamente,
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 A prova de que 
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Teorema 2.2

Seja (X,Y) uma variável aleatória bidimensional, com função de densidade f(x,y) e sejam f(x), f(y), f(x/y) e f(y/x) as funções de densidades das variáveis aleatórias  unidimensionais X, Y, (X/Y) e (Y/X), respectivamente. Se g(X) e g(Y) são quaisquer funções de X e Y, então, para quaisquer funções g(X) e g(Y),
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(2.8)

A demonstração segue o mesmo raciocínio do da prova do teorema anterior e fica por conta do estudante.

Teorema 2.3

Seja (X,Y) é uma variável aleatória bidimensional, com função de densidade f(x,y) e se f(x), f(y), f(x/y) e f(y/x) são as funções de densidades das marginais unidimensionais X e Y e das condicionais (X/Y) e (Y/X), respectivamente, então:
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Prova:

[image: image414.wmf](

)

(

)

(

)

22

VarEX/YEEX/YEEX/Y

éù

=-

éùéù

ëûëû

ëû









ou, de acordo com (2.7) 
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Temos ainda que, 
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ou, de acordo com (2.8)
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Somando-se (2.10) com (2.11), temos,
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Finalmente, 
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Exemplo 2.8

Seja (X,Y) uma variável aleatória com densidade  igual a 
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. Obtenha:

a) f(x/y),    
b) E(X/Y),     c) f(y/x),     d)E(Y/X),     e)f(x/y>1)   e   f) f(y/1,5<x<2)

Solução:

As densidades marginais são:
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As médias de X e Y são respectivamente, 
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Item a)

1. se (y < 0)  ou  (y > 2)    Þ    f(x/y) = 0

2. se (0 < y < 1)   Þ    
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3. se (1 < y < 2)   Þ
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item b)
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Resumindo,  E(X/Y) é uma variável aleatória função de Y, da forma:
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Calculemos a média de G(Y),
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item c)

1. se (x > 1)  ou  (x > 2)    Þ    f(y/x) = 0 

2. se  1 < x < 2
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item d)
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A E(Y/X) é uma variável aleatória função de X, da forma 
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Calculemos a média de G(X).
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item e) 

Conforme a definição 2.4,
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De forma que, 
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1.   se (x < 1)   ou  (x > 2)    Þ    f(x/y > 1) = 0

2. se  (1 < x < 2)
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Resumindo,
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item f)
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1.   se   (y < 0)  ou  (y > 2)   Þ   
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3. se  
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Resumindo,
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Definição 2.5 – Variáveis Aleatórias Independentes 

Sejam 
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 variáveis aleatórias com funções de distribuição 
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i = 1,2,...,n.Dizemos que as variáveis aleatórias 
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Se as variáveis aleatórias 
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 são todas do tipo discreto,
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Se as variáveis aleatórias 
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 são todas do tipo contínuo, 
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Exemplo 2.9

A variável aleatória bidimensional do exemplo 1.3, relativa à experiência do lançamento de dois dados, onde X e Y são os pontos obtidos no primeiro e segundo dado, respectivamente,  tem função de probabilidade dada por:
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As funções de probabilidades das marginais X e Y são:
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Como 
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, então as variáveis aleatórias X e Y são independentes conforme  a definição 2.5.

Exemplo 2.10

Considere a variável aleatória n-dimensional do exemplo 1.8,  cuja função de probabilidade é dada por




[image: image460.wmf](

)

(

)

n

n

i

i

i1

i1

x

nx

12ni

Px,x,...,xp1px0,1i1,2,...,n

=

=

-

å

å

=-==


Esta função é o produtório de n funções de probabilidade da variável aleatória de Bernoulli (p), ou seja:
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[image: image462.wmf]
Portanto as variáveis aleatórias 
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 são independentes, pois sua função de probabilidade é o produto das funções de probabilidades das marginais 
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Exemplo 2.11

Considere a variável aleatória tridimensional do exemplo 1.9, cuja função de probabilidade dada pela expressão
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Portanto as variáveis aleatórias 
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 são independentes, pois sua função de probabilidade é o produto das funções de probabilidades das marginais 
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Exemplo 2.12

A variável aleatória bidimensional normal com médias m iguais a 0, variâncias 
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 iguais a 1 e coeficiente de correlação 
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 igual a zero,  tem função de densidade dada por 
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As variáveis aleatórias X e Y são independentes pois,
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Adiante veremos que se 
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 as variáveis aleatórias X e Y não são independentes.

Exemplo 2.13

Conforme exemplo 1.15, a variável aleatória (X,Y),  com densidade constante na região do 
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As variáveis X e Y são independentes, ambas com distribuição uniforme em (0,1) e tais que 
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Exemplo 2.14

Consideremos a variável aleatória tridimensional cuja função de densidade é dada pela expressão
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Fatorando convenientemente a f(x,y,z), obtemos,
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As variáveis aleatórias X, Y e Z são independentes pois 
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Obs: Como contra exemplo verificamos que no Exemplo 2.6 as variáveis aleatórias X e Y não são independentes, pois 
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Teorema 2.4 

Se 
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, i = 1,2,...,n,  são  independentes, então  qualquer marginal p-dimensional 
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Obs: Se X, Y e Z são independentes, então 
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Ora, verificamos que 
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, de forma que Y e Z  são independentes. 

Exercícios 2.1 

2.1.1 - Determine as densidades das variáveis condicionais (X/Y) e (Y/X), sabendo-se que variável aleatória (X,Y) tem densidade igual a 
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2.1.2 - Seja (X,Y) uma variável aleatória com função de densidade constante na região 
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. Determine:

a)  
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          b)  
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2.1.3 - A variável aleatória bidimensional (X,Y) tem densidade igual a 
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2.1.4 - Sabendo-se que 
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2.1.5 -  Verifique os resultados dos teoremas 2.1 e 2.3 considerando que a variável

aleatória (X,Y) tem densidade igual a 3x na região 
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2.1.6 - A variável aleatória (X<Y) tem função de densidade expressa por 
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Determine:  a) 
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2.1.7 - A função de probabilidade da variável aleatória bidimensional (X,Y) é dada por:
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Determine:   a)  
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2.1.8 - Se 
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 são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas segundo uma lei de Poisson de parâmetro l, então 
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 tem distribuição de Poisson de parâmetro 2l. Obtenha a distribuição de 
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 condicionada a W. 

2.1.9 - Se 
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 são variáveis aleatórias independentes.

2.1.10 - Se X e Y são variáveis aleatórias independentes com distribuição normal de média 0 e variância 1 obtenha a função de densidade da variável aleatória normal bivariada formada por X e Y. 

2.1.11 - A variável aleatória (X,Y) tem densidade igual a 
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 Calcule F(x,y) e verifique se X e Y são independentes, justificando a sua conclusão.

2.1.12 - Uma moeda é lançada duas vezes. Consideremos as variáveis aleatórias:
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  :  face obtida no primeiro lançamento
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  : face obtida no segundo lançamento
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  : número de caras obtido nos dois lançamentos

Verifique se:   a) as variáveis 
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 são independentes.

b) as variáveis  
[image: image529.wmf]X
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  são independentes.

2.1.13 - Um ponto X é escolhido aleatoriamente no intervalo (0,1), e a seguir um ponto Y é escolhido aleatoriamente no intervalo (x,1). Obtenha a densidade conjunta de (X,Y) e a densidade da marginal Y.

2.1.14 - Em um laranjal existem 10000 pés de laranja. A probabilidade de uma laranja estar pronta para a colheita numa determinada época é igual a 0,8. Sabendo-se que o número N de laranjas por pé  segue uma lei de Poisson (15), determinar a produção  média total de laranjas que deverão ser colhidas naquela época.

Sugestão: vide exemplo 2.4

2.1.15 - Em uma certa localidade o número de filhos de um casal é uma variável aleatória de Poisson (2). Sabendo-se que a probabilidade de nascimento de um bebê do sexo masculino é igual a 0,5, determine a probabilidade de que nesta localidade, um casal tenha 2 ou mais filhos do sexo masculino.

Sugestão: vide exemplo 2.4

2.1.16 - Um número q é escolhido ao acaso no intervalo (0,1). Dois jogadores A e B disputam um jogo em n etapas independentes onde A tem probabilidade q,  de vencer B em cada prova. 

a) Qual o número médio de etapas que A vence?

b) Se n = 100, qual a probabilidade de A vencer mais do que 75 provas? 

2.1.17 - Um número q é escolhido ao acaso no intervalo (0,1) e a seguir,  provas independentes de Bernoulli são realizadas, com probabilidade de sucesso igual a q. Se X é o número de  insucessos observados até a ocorrência do primeiro sucesso, calcule a probabilidade de:

a) (X = 0)        b) (X < 5) 

2.1.18 - (Ross,157) Suponha que o número de pessoas que procuram uma agência dos Correios em um dado dia é uma variável aleatória de Poisson (l). Mostre que se cada pessoa que entra na agência é um homem com probabilidade p ou uma mulher com probabilidade (1-p), então o número de homens e mulheres que entram na agência são variáveis aleatórias independentes com distribuição de Poisson de   parâmetros lp e l(1-p), respectivamente. 

2.1.19 - (Lindgren) Consideremos a função de densidade da variável aleatória (X,Y) referente ao exemplo 1.16. Esboce um gráfico em 
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,  ilustrando a  região A, na qual a densidade f(x,y) é não nula,  e,  a região 
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. Calcule as probabilidades dos eventos 
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.Analise teórica e graficamente a independência  das variáveis X e Y.

2.1.20 - Verifique se são independentes as variáveis  aleatórias X e Y cuja função de densidade é dada por 
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2.1.21 - A distribuição conjunta de X e Y é dada por 
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. Analise se X e Y são independentes. 

2.1.22 - Considere a variável aleatória tridimensional cuja densidade é dada por:
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Verifique á independência das variáveis:

a)   
[image: image540.wmf]X
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          b)  
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2.1.23 - Em uma universidade, a proporção de alunos premiados com bolsas de estudos integrais  é uma variável aleatória X e a proporção de  alunos premiados com bolsas de estudos parciais é uma variável aleatória Y. Verifique se X e Y são independentes se a distribuição conjunta de (X,Y) é:





[image: image543.wmf](

)

(

)

2

x4y0x1e0y1

fx,y

5

0casocontrário

ì

+<<<<

ï

=

í

ï

î


2.1.24 – Os irmãos João e Maria divertem-se num parque de diversão tentando acertar o centro de um alvo para ganhar um brinde correspondente. João acerta o centro do alvo  4 vezes  a cada 10 tentativas enquanto que Maria o faz apenas 3 vezes. Sejam X e Y as

 variáveis aleatórias que se identificam ao número de tentativas até que João e Maria acertem o centro do alvo pela primeira vez. Obtenha a função de probabilidade de (X,Y)

e use suas propriedades para determinar P(x) e P(y).

3. Funções de variáveis aleatórias. 

Esta seção é dedicada ao estudo das técnicas de obtenção das distribuições de probabilidades (ou de densidades)  de funções de uma ou mais variáveis aleatórias. Se por exemplo, 
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[image: image546.wmf]X

X

X

n

1

2

,

,

.

.

.

,

, através de uma função 
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Para resolver este tipo problema temos disponíveis vários processos como:

a) relacionamento entre as funções de distribuições das variáveis aleatórias,

b) transformações de funções de 
[image: image549.wmf]R
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c) relacionamento entre funções geratrizes ou funções características

As técnicas produzem sempre o mesmo resultado, mas em certas situações uma delas é preferível às outras. Por exemplo, para determinar a distribuição de transformadas lineares de variáveis aleatórias, a técnica das funções geratrizes é a mais indicada. Este método será visto na seção 4. Inicialmente  consideraremos  as funções de variáveis aleatórias unidimensionais tanto do caso discreto quanto contínuo, e utilizaremos primeiramente as técnicas descritas em a) e b) acima. 

3.1 - Função de uma variável aleatória unidimensional.

3.1.1 - X é do tipo discreto.

Admitamos que X tem  função de probabilidade 
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 e seja a função de X, da forma 
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 caso:  

A função g estabelece uma correspondência bi-unívoca entre os pontos x e y.Neste caso obtemos a função de probabilidade de Y, simplesmente, da forma
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onde 
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 é a inversa da função g, isto é, a função que associa a cada ponto y, o ponto x que lhe corresponde pela função g.

Exemplo 3.1

Seja X com função de probabilidade  
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De acordo com (3.1),   
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O quadro seguinte dispõe as duas funções de probabilidades, onde se vê que, neste caso (o mais simples de todos),  as expressões analíticas das  funções de probabilidades de X e Y são as mesmas, com exceção do domínio de x e y.

	x
	P(X=x)
	
	y
	P(Y=y)

	0
	0,25
	
	1
	0,25

	1
	0,25
	
	3
	0,25

	2
	0,25
	
	5
	0,25

	3
	0,25
	
	7
	0,25
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Se a  função g não estabelece uma correspondência bi-unívoca entre os pontos x e y, então, 
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onde 
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 é o conjunto de pontos x,  que correspondem ao ponto y,  através da função g.

Exemplo 3.2

Seja X uma variável aleatória tal que 
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Conforme (3.2), 
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Note que 
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. As funções P(x) e P(y) estão apresentadas no quadro abaixo:

	x
	P(X=x)
	
	y
	P(Y=y)

	-2
	0,2
	
	0
	0,2

	-1
	0,2
	
	1
	0,4

	0
	0,2
	
	4
	0,4

	1
	0,2
	
	
	

	2
	0,2
	
	
	


Exemplo 3.3

Determine a média da variável aleatória 
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, onde X tem distribuição de Poisson de parâmetro l.

Solução:
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Se x = 0,1,2,.... Þ   y = 4,5,6, ...  . Logo,  
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Exemplo 3.4

Seja X uma variável aleatória Binomial de parâmetros n e p. Determine a função de probabilidade de Y = X + m, onde m ( 1 é um inteiro.

Solução:
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3.1.2 - X é do tipo contínuo.

Admitamos que X tem  função de densidade f(x) e seja uma função de X, da forma 
[image: image579.wmf](
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 caso:    g(X) é uma função monótona

A função g(X) estabelece uma correspondência bi-unívoca entre os pontos x e y, e, neste caso g(X) é uma função monótona.

a)se g(X) é uma função monótona crescente, então 
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Assim, podemos escrever que,
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Derivando-se em relação a y, obtemos, 
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(3.3)

b) se g(X) é uma função monótona decrescente, então 
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de forma que,





[image: image591.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

YX

PYyPXg(y)

Fy1Fgy

-

-

éù

£=³

ëû

éù

=-

ëû


Derivando-se em relação a y, obtemos, 
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(3.4)

Sendo 
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 é decrescente, podemos escrever 
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Exemplo 3.5

Seja X uma variável aleatória com distribuição uniforme no intervalo (0,1). Obtenha a densidade de 
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Solução:

Se 
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Finalmente, temos que
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Assim, a variável aleatória 
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 tem distribuição exponencial de parâmetro 1. 

Exemplo 3.6

A  densidade de 
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, também pode ser obtida a partir da relação entre as funções de distribuições de X e Y, como segue: 

Se 
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a) se a > 0,
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b) se a < 0, 
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Conforme a teoria exposta,
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Nota: No exemplo 3.5 usamos a técnica de transformadas de funções de 
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, e no exemplo 3.6, relacionamos as funções de distribuições das variáveis X e Y = g(X).

Exemplo 3.7

Se X tem distribuição N(m,
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), então a variável aleatória 
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Se X é N(m,
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Assim,
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Finalmente,
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 caso:    g(X) é uma função não monótona

A função g(X) não estabelece uma correspondência bi-unívoca entre os pontos x e y, e, neste caso g(X) é uma função não monótona.

Suponha que a variável aleatória X tenha função densidade positiva f(x) no intervalo 
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A solução é particionar o intervalo em sub- intervalos 
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 i = 0,1,2,...,n-1, de forma  que g(X) seja estritamente monótona em cada sub-intervalo, garantindo assim, em cada sub-intervalo a inversa única. 

Por exemplo, na figura 13, os pontos 
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  foram definidos de forma que g(x) tenha inversa única nos intervalos 
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A função y = g(x) pode ser  decomposta em três partes:
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Sendo 
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A função de densidade de Y, será obtida da seguinte maneira,


(3.6)

1. se 
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2.      se  
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3.      se  
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Exemplo 3.8

Suponhamos  que X tenha função de densidade definida por 
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)

X

fx

 e seja 
[image: image636.wmf]Y

X

=

2

. Determine 
[image: image637.wmf](

)

Y

fy,

 sabendo-se que





[image: image638.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

-

Î

+

-

Ï

=

4

,

2

x

2

x

18

1

4

,

2

x

0

x

f

X


A figura 14, mostra o gráfico da função 
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g





As funções partes de g(x) e as respectivas inversas únicas são:
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A densidade de Y é então calculada como segue, 
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Finalmente, 
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Exemplo 3.9

Seja X uma variável aleatória com função de densidade f(x). Obtenha a densidade de 
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Solução:
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 processo:

Usaremos o procedimento apresentado em 3.1.2 e aplicado no exemplo 3.8.
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Assim, 
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[image: image649.wmf]0
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 processo:

Usaremos o relacionamento entre as funções de distribuições de X e Y.


[image: image650.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

Y

FyPYyPXyPXy

=£=£=£



[image: image651.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

YXX

FyPyXyFyFy

=-££=--


Derivando-se em relação  a y, o resultado é equivalente ao obtido no 
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 processo,
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Nota: Se X tem densidade par, ou seja, simétrica em relação ao eixo do y`s , então 
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 e a densidade de Y se transforma em 
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Exemplo 3.10

Se Z tem distribuição N(0,1), a variável aleatória 
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 e denomina-se variável aleatória qui-quadrado com 1 grau de liberdade, sendo representada  por 
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A densidade da N(0,1) é simétrica em relação a x = 0, e , portanto 
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3.2 - Funções de variáveis aleatórias bi-dimensionais.


(distribuição da soma e do quociente)

Estudaremos nesta sub-seção, dois casos particulares de funções de variáveis aleatórias n-dimensionais.

3.2.1 - Distribuição da soma de 2 variáveis aleatórias.

Seja (X,Y) uma variável aleatória bi-dimensional com função de densidade f(x,y) e função de distribuição F(x,y),  e consideremos a função 
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Temos então que, 
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Determinar a função de ddistribuição de Z, significa calcular a probabilidade da variável aleatória bi-dimensional (X,Y) pertencer à região em 
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, cujos pontos (x,y) satisfazem a desigualdade 
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 a região em questão,
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Figura 15

Para z arbitrário pertencente a  R, temos, 
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Consideremos a transformada 
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Estudemos os novos limites da integração,

Se  
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Invertendo os limites de integração, 
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ou 
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A integral interna é a função de densidade de Z , pois este é o cálculo da função de distribuição de Z.


Logo,
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(3.7)

Notas:

1) Se X e Y são variáveis aleatórias independentes, 





(3.8)
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2)  Se X e Y são independentes e não negativas, então x > 0 e z-x > 0   0 < x < z, e, portanto, 
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(3.9)

Exemplo 3.11
Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes ambas com distribuição exponencial de parâmetro (().

As variáveis aleatórias exponenciais são não negativas, isto é, x > 0  e  y > 0, e , portanto 
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Se z > 0, então, segundo 3.9,
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Em resumo,
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Exemplo 3.12

Sejam 
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Prova: (por indução finita)

1) se r =2, conforme exemplo 3.11, 
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2) suponhamos que 
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 tenha distribuição Gama ((,r-1), isto é:
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3) Seja 
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 uma variável aleatória com distribuição exponencial ((), isto é:
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Notemos que 
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De acordo com  3.9, 
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Façamos as seguintes transformação:
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Os limites de integração de w são:
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Assim, temos que,
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Em resumo,
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Concluímos então que Z tem densidade Gama 
[image: image693.wmf](
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Exemplo 3.13

O procedimento em 3.2.1 pode ser usado com as devidas adaptações, para a soma de  as duas variáveis aleatórias independentes ambas do tipo discreto. A função de probabilidade de Z = X + Y, sendo x , y = 0,1,2,3,....., por analogia a 3.9,  é determinada por 
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Prova:

Se X e Y são variáveis aleatórias independentes, a função de probabilidade de (X,Y) é:
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Se Z = X + Y, o evento (Z = z) pode ser decomposto sob a forma da partição seguinte:
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De forma que,
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Finalmente, 
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Exemplo 3.14

Se X e Y são variáveis aleatórias independentes com distribuição de Poisson ((), a função de probabilidade de Z é dada por:
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E finalmente,
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Conclui-se daí que: se X e Y são independentes, a variável aleatória Z = X + Y tem distribuição de Poisson (2(). 

Como exercício sugere-se ao estudante provar que a soma de n variáveis aleatórias independentes com distribuição de Poisson (() tem distribuição de Poisson (n(), usando a técnica de indução finita aplicada no exemplo 3.12. 

Exemplo 3.15
Determine a função de probabilidade da variável aleatória Z = X + Y, onde X e Y são independentes e têm distribuição geométrica de parâmetro p. 

Solução:

As funções de probabilidades de X e Y são, respectivamente, 
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Assim, de acordo com o exemplo 3.13,





[image: image703.wmf](

)

z1

zx1

x1

x1

P(Zz)pqpq

-

--

-

=

==

å





 
[image: image704.wmf]P

Z

z

p

q

z

p

q

z

x

z

z

(

)

(

)

=

=

=

-

-

=

-

-

å

2

2

1

1

2

2

1

1


Finalmente, 
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3.2.2 - Distribuição do quociente de 2 variáveis aleatórias.

Seja (X,Y) uma variável aleatória bi-dimensional com função de densidade f(x,y) e função de distribuição F(x,y),  e  consideremos  a função 
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Temos então que, 
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Determinar a função de densidade de Z, significa calcular a probabilidade da variável aleatória bi-dimensional (X,Y) pertencer à região em 
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, cujos pontos (x,y) satisfazem a desigualdade 
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Para 
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 ,  arbitrário, o evento definido pela desigualdade é decomposto como segue:





[image: image711.wmf](

)

(

)

Y

zX0;YzxX0;Yzx

X

æö

£=>£È<³

ç÷

èø


 As figuras 16 e 17 ilustram  em  
[image: image712.wmf]R
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, as regiões a serem consideradas conforme seja 

z > 0 ou z < 0,
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Assim, em quaisquer dos casos, sou seja, para z>0 ou z<0, 
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Façamos a seguinte transformada:
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Os novos limites de integração são:
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Em seguida, apliquemos a transformação,
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Logo, a integral interna é a função de densidade de Z, e finalmente temos:
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(3.10)

Notas:

1) Se as variáveis aleatórias X e Y são independentes, 
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(3.11)

2) Se as variáveis aleatórias são independentes e não negativas, 
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(3.12)

Exemplo 3.16

Obter a densidade de Z=Y/X, onde X e Y são variáveis aleatórias independentes ambas com distribuição uniforme no intervalo (0,1).

Solução:

A densidade da variável aleatória (X,Y) é dada por,
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Segundo 3.2.2, a densidade de Z é dada por,
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 solução:  usando diretamente o resultado 3.12

A figura 18 mostra a região em 

, na qual devemos realizar a integração definida,
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1.  Se z < 0,
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2.  Se 0 < z < 1,
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3.  Se z > 1,
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Em resumo, 
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 solução: integrando f(x,y) na região própria de 

, supondo z > 0

1. Se  
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A figura 19 ilustra a região em questão,
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2.  Se 
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A figura 20 ilustra a região em questão,
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Em resumo,
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Derivando-se em relação a z obtemos resultado idêntico à 

 solução.

Exemplo 3.17 

Obtenha a densidade de 

, onde X e Y são variáveis aleatórias independentes ambas com distribuição exponencial (().

Solução:

A densidade de (X,Y) é
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De acordo com 3.12, 
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Em resumo, 
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Exercícios 3.1

3.1.1 - Seja X uma variável aleatória com densidade uniforme em -1 < x < 1. Determine a densidade de 


3.1.2 - Se X é N(0,1) determine a densidade de 


3.1.3 - Seja X uma variável aleatória não negativa com função de distribuição 
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 e função de densidade 
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X
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. Obtenha as funções de distribuição de densidade da variável aleatória 

, em função de 
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 e 
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3.1.4 - Se X é Gama(a,p) obtenha  
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, sendo 
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3.1.5 - Determine a densidade de 

 sendo X uma variável aleatória  N(0,1).

3.1.6 - Seja X uma variável aleatória uniforme no intervalo (0,4) e seja 

, onde 

 é o maior inteiro contido em 
[image: image747.wmf](
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,X
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. Determine a função de distribuição de Y.

3.1.7 - Seja X uma variável aleatória geométrica (p) e seja M um inteiro positivo. 

Determine a média de Z = max (X,M).

3.1.8 - Seja X uma variável aleatória  exponencial (() e seja 

. Determine a função de probabilidade de Y.

3.1.9 - Seja X uma variável aleatória geométrica (p) e seja M um inteiro positivo. 

Determine a média de Z = min (X,M).

3.3 - Função de uma variável aleatória n-dimensional. 

Seja 
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 uma variável aleatória n-dimensional com função de distribuição 
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 e seja  a função 

 tal que
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onde 
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Podemos representar a função 

 da seguinte forma:






:
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A função 

 define  a variável aleatória m-dimensional  
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de forma que
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Exemplo 3.18

Consideremos a variável aleatória (X,Y,Z)  e a função 
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De acordo com as definições,
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A função  

 define a variável aleatória bi-dimensional  
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)

12

WW,W

=

r

 onde 

 e 

.

3.3.1 - As variáveis aleatórias 

 são todas do tipo discreto.
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 caso: Se a função 

 estabelece uma correspondência biunívoca entre os pontos 

, então 
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onde
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 é o conjunto de funções que associa a cada m-úpla  

 a 

 n-úpla 

 que lhe corresponde pela função 

.



 caso: Se a função 

 não estabelece uma correspondência biunívoca entre os pontos 

, então 
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Exemplo 3.19

Consideremos a variável aleatória (X,Y,Z) com função de probabilidades 

 e seja a função 

 que define a variável aleatória (W,T,S) tal que:
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Observemos que
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Assim, 
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Se por exemplo, (x,y,z) = (2,3,4) 

   (w,t,z) = (9,2,11), e
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Exemplo 3.20

Seja (X,Y) uma variável aleatória bi-dimensional com função de probabilidade dada pela tabela abaixo. Determine a função de probabilidade de (W,V),  onde W = 2X+Y  e

V=3Y.




	x\y
	1
	2
	3

	0
	0,3
	-
	0,1

	1
	-
	0,2
	-

	2
	0,1
	-
	0,3


Notemos que,

















  De forma que,
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 a correspondência entre os pares (x,y) e (w,v) é mostrada na tabela abaixo:

	(x,y)
	(0,1)
	(0,3)
	(1,2)
	(2,1)
	(2,3)

	(w,v)
	(1,3)
	(3,9)
	(4,6)
	(5,3)
	(7,9)


Assim, 
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Em resumo, no quadro abaixo são apresentadas  as funções P(w,v), P(w) e P(v):

	w\v
	3
	6
	9
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	1
	0,3
	-
	-
	0,3

	3
	-
	-
	0,1
	0,1

	4
	-
	0,2
	-
	0,2

	5
	0,1
	-
	-
	0,1

	7
	-
	-
	0,3
	0,3
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	0,4
	0,2
	0,4
	1


3.3.2 - As variáveis aleatórias 

 são todas do tipo contínuo e  n = m.

1º caso: Se a  função 

 é tal que:

- estabelece uma correspondência biunívoca entre os pontos 

, 

- existem e são contínuas 

, i = 1,2,...,n

- se o Jacobiano de 

 é 


Então, 
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onde 

 é o conjunto de funções que associa a cada n-úpla 

 a   n-úpla 

,  que lhe corresponde pela função  

.

2º caso: Se a função 

 não estabelece uma correspondência biunívoca entre os pontos 

, mas se a imagem de 

, denotada por 
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 é o r-ésimo ponto do conjunto 
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Exemplo 3.21

Determinar a função de densidade de W = X + Y, onde X e Y são variáveis aleatórias independentes ambas com distribuição uniforme no intervalo (0,1).

Solução:

Inicialmente determinaremos a densidade conjunta de (W,V), onde V é uma variável aleatória auxiliar convenientemente escolhida para compor uma transformação do tipo 

. Neste caso faremos V = X, e temos então a função 

, como segue, 
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O Jacobiano neste caso é,















Conforme o texto do exercício, 
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Segundo 3.3.2,
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Logo, escrevemos,
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Em seguida calcularemos a densidade da marginal W. A área hachurada da figura 21 é a região onde f(w,v) tem densidade não nula, 
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Cálculo de 
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  se   w < 0  ou  w > 2
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  se   0 < w < 1
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   se  1 < w < 2

Resumindo a função de densidade da transformada W = X + Y é, 
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Exemplo 3.22

Obtenha a função de densidade da soma e do quociente entre as variáveis aleatórias X e Y  independentes, ambas com distribuição exponencial de parâmetro l. 

Solução:

Se X e Y são independentes a densidade conjunta de (X,Y) é dada por,
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Consideremos a seguinte transformada,
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A seguir calculemos o Jacobiano da transformação,
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Conforme definição 3.3.2, 
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Então, 
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Passemos agora ao cálculo das densidades marginais de W e de Z,
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A variável aleatória W tem distribuição Gama (l,2) como era de se esperar,  conforme exemplo 3.11 e a densidade do quociente confirma o exemplo 3.17

Exemplo 3.23

Determine a densidade de W=XY, onde X e Y são independentes ambas com distribuição uniforme em (0,2).

Solução:

A  densidade da conjunta (X,Y) é
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Vamos definir V=X,  para compor  uma transformada do tipo 
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Aplicando 3.3.2, 
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Para obter a densidade da marginal W, integramos 
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Se  w < 0 ou w > 4, 
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Em resumo, 
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Nota:
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Exemplo 3.24

Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes ambas com distribuição N(0,1). Obtenha as densidade de 
[image: image820.wmf]W
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Solução:

A densidade da conjunta (X,Y) é a densidade da normal bivariada, conforme abaixo
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Estudemos a transformação seguinte,
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Observemos que há 4 pares (x,y) que geram através da função 
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 o mesmo par (w,v), quais sejam:
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Os módulos do  Jacobianos  
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Conforme o exposto em 3.3.2
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Então, 
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Passemos agora ao cálculo das densidades marginais.

Cálculo da densidade de W
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Consideremos a seguinte transformação:
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Finalmente,
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Assim, W tem distribuição Gama 
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 e particularmente,  é conhecida como variável aleatória qui-quadrado com 2 graus de liberdade. Notemos que W é a soma de duas variáveis aleatórias independentes com distribuição N(0,1) ambas elevadas ao quadrado. 

Cálculo da densidade de V.
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Consideremos a seguinte transformação:
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)

(

)

(

)

1v1t1v

1

222222

VV

0

1

11

2

fvvetedtfvve

1

22

2

+¥

------

G

=Þ=

pp

æö

ç÷

èø

ò


Finalmente,
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Assim, V tem distribuição Gama 
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 e particularmente,  é conhecida como variável aleatória qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Notemos que V é o quadrado de uma variável aleatória com distribuição N(0,1). 

Exercícios 3.2

3.2.1 - Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes ambas com distribuição uniforme no intervalo (0,1). Seja 
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. Obtenha as densidades de (W,T), W e T.

3.2.2 -  Seja (X,Y) uma variável aleatória uniformemente distribuída na região A em 
[image: image849.wmf]R
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Obtenha as densidades de U e V.

3.2.3 - Determine a distribuição da soma e da diferença entre duas variáveis aleatórias independentes ambas com distribuição N(0,1).

3.2.4 - Seja (X,Y) uma variável aleatória uniformemente distribuída na região A de 
[image: image852.wmf]R
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 definida por 
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3.2.5 - Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes com distribuição Gama(a,p) e Gama(a,q) respectivamente. Obtenha a densidade de 
[image: image855.wmf]W
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3.2.6 - Se X e Y são variáveis aleatórias independentes com distribuição 
[image: image856.wmf](
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. Obtenha as densidades de (W,T), W e T.

3.2.7 - Sejam X, Y e Z variáveis aleatórias independentes com distribuição exponencial de parâmetro l = 1. Consideremos as funções W = X+Y+Z, 
[image: image860.wmf]V
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.  Verifique se W, V e T são variáveis aleatórias independentes.

3.2.8 - Sejam X, Y e Z variáveis aleatórias independentes com distribuição N(0,1) e consideremos as funções:
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Obtenha as densidades de (W,V,T) e das respectivas marginais.

3.2.9 - Seja (X,Y) uma variável aleatória normal bivariada com função de densidade abaixo:
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onde 
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 Determine as densidades das funções 
[image: image865.wmf]W
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3.2.10 -  Seja (X,Y) uma variável aleatória com densidade  
[image: image866.wmf](
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3.2.11 -  Seja (X,Y) uma variável aleatória com densidade  
[image: image868.wmf](
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4 - Transformação Integral de Probabilidades.

A transformação integral de probabilidades é de grande importância prática e teórica,  na simulação das distribuições de probabilidades das variáveis aleatórias, através de um processador de números aleatórios ou simplesmente a partir de uma tabela de dígitos aleatórios.

Suponha que X seja uma variável aleatória  com função de distribuição 
[image: image870.wmf](
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 e consideremos a transformada de X definida por  
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Seja qual for a distribuição de X, a variável aleatória Y tem distribuição uniforme no intervalo (0,1).
Prova:

i)   sendo  
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  a função de distribuição de X, temos que 
[image: image873.wmf](
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, de forma que a variável aleatória Y assume somente valores no intervalo (0,1).

ii)     de acordo com (i) temos que 
[image: image874.wmf](
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iii)    para 0 < y < 1 consideremos o exemplo gráfico abaixo, que consiste na função de distribuição da variável aleatória N(0,1). O raciocínio a ser desenvolvido a seguir pode se basear no gráfico da função de distribuição de qualquer variável aleatória.
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Consideremos um valor genérico 
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. Quando X assume um valor menor ou igual a 
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, a variável aleatória Y assume um valor menor ou igual a 
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, de forma que tais eventos são equivalentes, isto é:
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Finalmente, temos 
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E assim, Y tem distribuição uniforme em (0,1).

Exemplo 4.1

Se X tem distribuição exponencial de parâmetro 
[image: image881.wmf]l

, então
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De acordo com a teoria da transformação integral a variável aleatória  
[image: image883.wmf](
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 tem distribuição uniforme em (0,1).

4.1 - Geração de valores de uma especificada distribuição.



(caso contínuo)

Se desejamos gerar valores 
[image: image884.wmf]x
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 de uma variável aleatória X, do tipo contínuo.  com função de distribuição 
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, a partir da variável aleatória Y, uniforme em (0,1), devemos adotar os seguintes procedimentos:

i) determinar a expressão analítica da transformada  
[image: image886.wmf](
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ii) estabelecer a expressão analítica da função inversa de (i), 
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iii) gerar  n valores: 
[image: image888.wmf](

)

12n

y,y,...,y

 da distribuição uniforme no intervalo (0,1),  através de um software estatístico , ou a partir de uma tabela de dígitos aleatórios.

iv) os valores desejados da variável aleatória X são obtidos através de (ii), ou seja 
[image: image889.wmf](
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Exemplo 4.2

Geração de 3 valores independentes da v.a. X cuja densidade é igual a 
[image: image890.wmf](
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Solução:

Para 0 < x <2, a função de distribuição de X é 
[image: image891.wmf](
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, de forma que a transformada integral é 
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, e os valores y serão gerados por:
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Como 0 < x < 2, temos finalmente que
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Se três valores da v.a. uniforme são gerados, por exemplo:
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Os valores desejados da variável aleatória X serão:
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Exemplo 4.3 

Gerar 3 valores de uma variável aleatória  N(0,1).

Solução:

Dado que os valores da F(x) estão disponíveis em tabela própria, a obtenção dos três valores é imediata. Por exemplo se 
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Os valores de x serão obtidos conforme segue:



[image: image900.wmf](

)

(

)

11

22

33

0,4052Fxx0.24

0,3844Fxx0,29

0,9649F(x)x  1,81

=Þ@-

=Þ@-

=Þ@


4.2 - Geração de valores de uma especificada distribuição.



(caso discreto)

Se desejamos gerar valores 
[image: image901.wmf]x
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 de uma variável aleatória X, do tipo discreto  com função de distribuição 
[image: image902.wmf](
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, a partir da variável aleatória Y, uniforme em (0,1), devemos adotar os seguintes procedimentos:
i) determinar a expressão analítica da transformada  
[image: image903.wmf](
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ii) estabelecer a expressão analítica da função inversa de (i), 
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iii) gerar  n valores: 
[image: image905.wmf](
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 da distribuição uniforme através de um software estatístico , ou a partir de uma tabela de dígitos aleatórios.

iv) os valores desejados da variável aleatória X são obtidos através de (ii), arredondados para o inteiro mais próximo, ou  seja 
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Exemplo 4.4

Gerar 10 valores de uma distribuição geométrica (p=1/3).

Solução: 

Se X tem distribuição Geométrica p=1/3 então
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,  x = 1,2,3,.....

A função de distribuição de X é dada por 
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A transformada integral correspondente é  
[image: image911.wmf]Y
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 , de forma que ,
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A fórmula “inversa” para gerar os valores de X é dada por,
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Para gerar um valor observado de uma v.a. geométrica de parâmetro p, geramos aleatoriamente um número y no intervalo (0,1), e aplicamos a fórmula acima, onde {a} é o menor interior contido em  [a , +().


A tabela que segue  foi gerada em Excel 7.0:

	y,Uniforme (0,1)
	ln(1-y)
	ln(1-y)/ln(2/3)
	x,Geométrica(1/3)

	0,38200018
	-0,48126712
	1,18695076
	2

	0,10068056
	-0,10611698
	0,26171668
	1

	0,59648427
	-0,9075398
	2,23826856
	3

	0,89910581
	-2,29368292
	5,65691812
	6

	0,88460952
	-2,15943339
	5,32581804
	6

	0,95846431
	-3,1812022
	7,84580999
	8

	0,01449629
	-0,01460239
	0,03601392
	1

	0,4074221
	-0,52327294
	1,29054987
	2

	0,86324656
	-1,98957568
	4,90689738
	5

	0,13858455
	-0,14917837
	0,36791914
	1


Exemplo 4.5

Gerar 10 valores de uma variável aleatória com função de probabilidade igual  1/6 para todo x = 1,2,3,4,5,6.

Solução:
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onde [x] = maior inteiro contido em 
[image: image916.wmf](

;

]

-¥

x

.  A transformada integral de probabilidades é dada por  
[image: image917.wmf]Y
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 e a fórmula “inversa” para gerar os valores de X é dada por x={6y}, significando que {a} é o menor inteiro em [a, +().


Obs: A tabela abaixo foi gerada pelo Excel 7.0

	Uniforme (0,1)
	 6y
	 Valor de x 

	0.3820 
	2.2920 
	3

	0.1007 
	0.6041 
	1

	0.5965 
	3.5789 
	4

	0.8991 
	5.3946 
	6

	0.8846 
	5.3077 
	6

	0.9585 
	5.7508 
	6

	0.0145 
	0.0870 
	1

	0.4074 
	2.4445 
	3

	0.8632 
	5.1795 
	6

	0.1386 
	0.8315 
	1


5. Estatísticas de Ordem.

Definição 5.1

Sejam 

 , i = 1,2,3,...,n variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas. Seja a variável aleatória
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5.1 - Distribuição do r-ésimo valor, 
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(5.1)

Para obter a função de distribuição de 
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(5.2)

Derivando-se (5.2) em relação a t,  obtemos a densidade de   
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Fazendo-se  k = j - 1 na segunda parcela da expressão acima
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Finalmente, cancelando-se as parcelas simétricas, resta a primeira parcela do primeiro somatório onde k = r, e, portanto
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(5.3)

Exemplo 5.1

Cinco números são escolhidos aleatoriamente no intervalo (0,1). Calcular a probabilidade de que o segundo valor em magnitude obtido,  seja superior a 1/3.

Solução:

Temos
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Fazendo-se n = 5 e r = 2 em (5.3), obtemos a densidade do segundo maior valor, isto é:
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5.2 - Distribuição do Mínimo Valor de 
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Se r = 1, denominamos 
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e finalmente 
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A função de densidade pode ser obtida derivando-se (5.4) em relação a t ou fazendo-se

 r = 1 em (5.3),  resultando em 
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5.3 - Distribuição do Máximo Valor de 
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Se r = n, denominamos 
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A função de densidade pode ser obtida derivando-se (5.6) em relação a t ou fazendo-se

 r = n em (5.3) resultando em 
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5.4 - Alternativa para o estudo do  Mínimo e Máximo de 
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Assim sendo, podemos escrever que 
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Finalmente, 
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Derivando-se em relação a t  obtemos em seguida  função de densidade  de 
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5.4.2 - Se 
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Derivando-se em relação a t  obtemos em seguida a função de densidade  de 
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5.5 - Distribuição da amplitude R, observada em
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Por outro lado,
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A função de densidade da bidimensional 
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Consideremos agora a seguinte transformada de 
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A densidade da bidimensional (R,Z) é então,
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A densidade de R é obtida então da forma,
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Exemplo 5.2

Sejam 
[image: image1017.wmf]X
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 , i = 1,2,...,n variáveis aleatórias independentes, todas com distribuição uniforme no intervalo (0,1). Aplicando-se (5.11)   às funções de densidade e distribuição do exemplo 5.1, obtemos
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Concluímos daí que a distribuição da amplitude R,  observada na realização da variável aleatória 
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5.6 - Distribuição da Estatística 
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Sejam f(x) e F(x) definidas em a < x < b, as funções de densidade e distribuição comuns às variáveis 
[image: image1025.wmf]X

i

 , i = 1,2,...,n.

A função de densidade da variável aleatória  n-dimensional 
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Demonstraremos a afirmativa apenas para o caso em que n = 3, mas os argumentos podem ser facilmente generalizados. 

Se n = 3 a função de densidade de 
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Consideremos a seguir a probabilidade 
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       já que   
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Podemos então, sem alterar a distribuição de 
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As funções inversas correspondentes são,
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E os Jacobianos correspondentes são,
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Assim a função de densidade de 
[image: image1050.wmf](

)

123

Y,Y,Y

 é dada por 


[image: image1051.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1231X1X2X32X1X2X36X1X2X3

gy,y,yJfyfyfyJfyfyfy...Jfyfyfy

=+++


ou



[image: image1052.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

X1X2X3123

123

3! fyfyfyayyyb

gy,y,y

0caso contrário

ì<<<<

=

í

î
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Exemplo 5.3
Seja X uma variável aleatória do tipo contínuo com função de densidade f(x), definida para 
[image: image1053.wmf]axb
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Sejam 

-  m a mediana de X, e, portanto 
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Em resumo, a densidade procurada é:
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Calcularemos agora a probabilidade citada acima,
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Como  
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O procedimento usado no exemplo 5.3 pode ser empregado para obter as densidades de quaisquer das variáveis aleatórias marginais componentes de 
[image: image1075.wmf](

)

12n

Y,Y,...,Y

. Usaremos a seguir este método para determinar as   densidades  de
[image: image1076.wmf]Y

Y

n

,

 Y

k

1

 e

 , já obtidas em (5.7), (5.5) e (5.3).

5.7 - Alternativas para obtenção de distribuições marginais de 
[image: image1077.wmf](

)

12n

Y,Y,...,Y

.
(i)  Para determinar a densidade da marginal 
[image: image1078.wmf]Y

n

 , o valor máximo de 
[image: image1079.wmf](

)

12n

X,X,...,X

, integraremos 
[image: image1080.wmf](

)

12n

gy,y,...,y

 em relação a 
[image: image1081.wmf]y

y

y

n

1

2

1

,

,

.

.

.

,

-

 , conforme abaixo,




[image: image1082.wmf](

)

(

)

(

)

3

nn142

y

yyyy

n12n12n1

aaaaa

h(y)...n! fyfy....fydydy...dy

-

-

=

òòòòò





[image: image1083.wmf](

)

(

)

(

)

3

nn142

y

yyyy

n112n2n1

aaaaa

h(y)n! ...fydyfy...fydy...dy

-

-

éù

=

êú

êú

ëû

òòòòò

        (5.7.1)  

Resolvendo a integral em relação a 
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1

 ,




[image: image1085.wmf](

)

(

)

(

(

)

2

2

y

y

1112

a

a

fydyFyFy

ù

==

û

ò

  

e substituindo-se em (5.7.1), obtemos,
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Resolvendo a integral em relação a 
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e substituindo-se em 
[image: image1089.wmf](

)

n

hy

, obtemos




[image: image1090.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

5

nn-14

2

y

yyy

3

n334n4n1

aaaa

Fy

hyn! ....fydyfy...fydy...dy

2

-

éù

éù

ëû

êú

=

êú

ëû

òòòò


Resolvendo a integral em relação a y3 ,




[image: image1091.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

4

4

y

233

y

334

33

a

a

FyFyFy

fydy

22.32.3

æù

éùéùéù

ëûëûëû

ç

ú

==

ç

ú

èû

ò


E assim sucessivamente, após integrar em relação  
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(5.7.2)

(ii) Para determinar a densidade da marginal 
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Resolvendo a integral em relação a 
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Substituindo-se  devidamente em 
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Resolvendo a integral em relação a 
[image: image1108.wmf]y

n

-

2

, obtemos;


[image: image1109.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n3

n3

b

233

b

n2n2n3

n2n2

y

y

1Fy1Fy1Fy

fydy1

22.32.3

-

-

---

--

æù

---

éùéùéù

ëûëûëû

ç

ú

=-=

ç

ú

èû

ò




[image: image1110.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12n4

3

bbb

n3

112n3n3n42

yyy

1Fy

hy...n! fyfy...fydydy...dy

2.3

-

-

---

ìü

-

éù

ïï

ëû

=

íý

ïï

îþ

òòò


E assim sucessivamente, após integrar em relação a 
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(5.7.3)

Em 5.7 (i) e 5.7 (ii) obtemos dois resultados importantes, que serão usados a seguir , quais sejam:
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(5.7.4)

Estes resultados facilitam a determinação da função de densidade da estatística  
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Conforme (5.7.4) as (n-k) primeiras integrações resultarão em 
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(5.7.5)

5.9 - Distribuição da variável aleatória   bi-dimensional 
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As (n-j) primeiras integrações resultarão em 
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Para resolver as  (j-i-1) integrações intermediárias observemos que:
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Assim , encontraremos a expressão (5.7.6) abaixo, 
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Exemplo 5.4
Seja 
[image: image1133.wmf](
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 a estatística de ordem de uma amostra aleatória de tamanho 4 da v.a. X, cuja função de densidade é:
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Calcule a probabilidade do evento  
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Solução:

Para 
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Exemplo 5.5


Seja 
[image: image1139.wmf](
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 a estatística de ordem associada a uma amostra da variável aleatória X com distribuição exponencial (1). Mostre que as variáveis aleatórias  
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Solução:

As funções de densidade e de distribuição de X são:
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Primeiramente determinaremos  a densidade da bi-dimensional 
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 e a seguir a densidade da v.a. bi-dimensional 
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Fazendo-se i = 2 e j = 4 na expressão (5.7.6), temos:
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Sejam agora as seguintes transformadas:
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Assim, podemos escrever,
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Claramente podemos escrever 
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A título de curiosidade calcularemos as densidades marginais de 
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a) Cálculo da marginal 
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Façamos  a seguinte transformada para resolver a integral;
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Assim, substituindo-se devidamente, obtemos:. 
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Como  
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, finalmente chegamos a:
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b) Cálculo da marginal 
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Usando o mesmo procedimento de (a), encontraremos;
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Exercícios 5.

5.1 -. 
Quando uma amostra de 2m+1 variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas é observada, o (m+1)-ésimo valor observado é denominado “mediana da amostra”. Se uma amostra de n = 3 de uma variável aleatória uniforme em (0,1) é realizada , determine a probabilidade   de que  a mediana  pertença  ao intervalo real   (0,25 ; 0,75).

5.2 - 
Seja  X uma variável aleatória com densidade uniforme no intervalo (0,1) e seja 
[image: image1159.wmf](
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 a estatística de ordem associada a uma amostra aleatória de tamanho 3 de X. Obtenha a densidade de R,  amplitude da amostra. Qual a distribuição de R?

5.3 - 
Seja 
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 a estatística de ordem associada a uma amostra de n = 4, de uma variável aleatória X com densidade exponencial (1). Calcule a 
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5.4 -
Seja 
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 uma amostra aleatória de uma variável aleatória  X com densidade  
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. Calcule a probabilidade de que o menor valor obtido dentre 
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 , exceda a mediana de X.

5.5 – Seja X uma variável aleatória tal que 
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)

1

fx,x1,2,3,4,5,6.

6

==

 Obtenha a função de probabilidade da variável aleatória 
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, associada a uma amostra de tamanho n = 5 de X.

5.6 – Sendo 
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 a estatística de ordem associada a uma amostra de X com função de de densidade f(x) e função de distribuição F(x), determine através da integração da função de densidade de 
[image: image1168.wmf](
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 a densidade do segundo valor em magnitude obtido a amostra. 

5.7 – Determine a probabilidade de que a amplitude de uma amostra de tamanho n = 3 de uma variável aleatória X uniforme no intervalo (0,1) seja menor do que 1/2. 

b) determine a mesma probabilidade para n = 4.

5.8 – Uma amostra de tamanho 2 de uma variável aleatória X com densidade 
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, se 0<x<1, é realizada. Qual a probabilidade de que um valor da amostra seja pelo menos duas vezes maior que o outro?

5.9 – Seja X e Y variáveis aleatórias independentes com densidades seguintes:
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Sejam 
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. Determine a função de densidade  de (U,V).

5.10 – A função de densidade  de (X,Y) é dada por:





[image: image1172.wmf](

)

(

)

12

fx,yxxy,se0x1e0y1

7

=+<<<<


Determine a função de densidade  de (U,V), onde U e V são as variáveis aleatórias definidas em 5.9.

5.11 – Determine as densidades de 
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6 - Momentos de uma variável aleatória n-dimensional. 

Definição 6.1

Seja 
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 uma variável aleatória n-dimensional e representemos por 
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ii) 
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Obs: Em ambos os casos (i) e (ii),  a existência de 
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 está condicionada à convergência da integral e da soma múltipla, respectivamente.

Exemplo 6.1

Seja (X,Y) uma variável aleatória tal que X e Y são independentes e uniformemente distribuídas no intervalo (0,1). Seja 
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A média de 
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 é então, 
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Exemplo 6.2

Considerando a variável aleatória (X,Y) do exemplo 6.1, seja agora a função 
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Exemplo  6.3

Particularmente no caso unidimensional, a média de uma função Y = g(X) pode ser obtida sem a necessidade de se buscar a densidade Y, bastando para isso calcular,
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Se X tem distribuição Gama de parâmetros a e p, a média de Y = g(X) = 2X+1 é calculada como segue, 
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Exemplo 6.4

Suponha que (X,Y) tenha função de probabilidade conforme a tabela abaixo:

	X\Y
	1
	2
	3
	P(x)

	2
	0,05
	0,05
	0,20
	0,30

	4
	0,10
	0,02
	0,10
	0,22

	6
	0,20
	0,10
	0,18
	0,48

	P(y)
	0,35
	0,17
	0,48
	1,00


A média da variável aleatória Z = X+Y é obtida da seguinte forma:
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Exemplo 6.5

Se (X,Y) uma variável aleatória bidimensional com função de densidade dada pela expressão 
[image: image1192.wmf](

)

2y

fx,ye0xy

-l

=l<<

, a média da variável aleatória  XY é:
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6.1 - Propriedades da média de uma função de 
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Seja 
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. As provas e justificativas das propriedades abaixo supõem que as variáveis aleatórias  
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Procedimento análogo  pode ser adotado para o caso contínuo.  

i)  se 
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Prova:


[image: image1203.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

å

å

å

å

å

å

=

=

1

2

n

1

2

n

x

x

x

n

2

1

x

x

x

n

2

1

x

,...,

x

,

x

P

x

h

...

c

x

,...,

x

,

x

P

x

h

c

...

X

g

E

r

r

r



[image: image1204.wmf](

)

(

)

EgXcEhX

éùéù

=´

ëûëû

rr


iii) se 
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Prova:
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6.2 - Momento ordinário de ordem s de 
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Definição 6.2 

Seja  
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 um inteiro não negativo, i = 1,2,...,n. Denomina-se momento ordinário de ordem
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ii) se as variáveis aleatórias 
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Exemplo 6.6

Seja (X,Y) uma variável aleatória bidimensional estudada no exemplo 6.5. A média da variável aleatória produto, XY é um segundo momento da variável aleatória bidimensional (X,Y), isto é
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Dois outros momentos de segunda ordem da variável aleatória (X,Y) podem ser definidos e são respectivamente os momentos ordinários de segunda ordem das variáveis aleatórias unidimensionais X e Y, conforme segue:

i) segundo momento ordinário de X, 
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Obs: X tem distribuição Gama ((,1), ou Exponencial (()

ii) segundo momento ordinário de Y,
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Obs: Y tem distribuição Gama ((,2).

6.2.1 - Propriedades dos momentos ordinários de  
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i) Uma variável aleatória 
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 pode ter mais do que um momento ordinário de ordem s > 0.

O exemplo 6.5 é o caso em questão, no qual calculamos três momentos de 2ª ordem de  uma variável aleatória (X,Y).

ii) Os momentos de ordem s = 1 de 
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 são as médias das variáveis aleatórias marginais unidimensionais.

Consideremos o caso particular da variável aleatória  (X,Y,Z) com função de densidade f(x,y,z):
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iii) O momento ordinário de ordem s = 0 de 
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 existe sempre, é único e igual a 1.

Segundo a definição temos,
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iv) Se existir 
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Consideremos a variável aleatória tridimensional 
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v) Se existir 
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Exemplo 6.7 

Seja (X,Y,Z) uma variável aleatória  tridimensional com componentes independentes e com distribuição de Bernoulli (p). Determine os momentos de  ordem s=1,2,3.

Solução:

A função de probabilidade de (X,Y,Z) é dada pela expressão,
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i) Os momentos de ordem s = 1 são,
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Analogamente,
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ii) Os momentos de ordem s = 2 são, 
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Analogamente, 
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Seguindo,





[image: image1250.wmf]a

1

1

0

1

1

0

0

1

0

1

0

1

,

,

(

,

,

)

(

,

,

)

X

Y

Z

x

y

z

P

x

y

z

z

y

x

=

=

=

=

å

å

å






[image: image1251.wmf]a

1

1

0

0

1

1

0

1

0

1

,

,

(

,

,

)

(

)

(

)

(

)

X

Y

Z

x

P

x

yP

y

P

z

z

y

x

=

´

´

=

=

=

=

å

å

å

1

2

4

3

4






[image: image1252.wmf]a

a

a

1

1

0

1

1

2

,

,

(

,

,

)

(

)

(

)

X

Y

Z

X

Y

p

=

´

=


Analogamente,
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iii) Os momentos de ordem s = 3 são,
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Analogamente, 
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Seguindo os procedimentos até então adotados, encontraremos:
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Há seis momentos de ordem três definidos pelos índices 
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 iguais a 0,1 e 2,  os quais se permutados produzem os momentos de terceira ordem seguintes:

Simplificando a notação, 
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Exemplo 6.8

Seja X e Y variáveis aleatórias independentes ambas com distribuição exponencial de parâmetro (. Calcule os momentos de ordem s = 1,2 de (X,Y).

Solução:

A função de densidade de (X,Y) é dada por:
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ii) s = 2
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Exemplo 6.9

Sejam 
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 variáveis aleatórias independentes com distribuição uniforme no intervalo (0,1). A densidade da variável aleatória n-dimensional 
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b) 
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 momentos de ordem s = 3, a saber,
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Definição 6.3

Seja X uma variável aleatória e s um inteiro não negativo. Chama-se momento fatorial de ordem s >1 de X,  e representa-se por 
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se tal média existir.

i) se X for uma variável aleatória  do tipo discreto assumindo valores k, por exemplo,
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ii) se X for uma variável aleatória  do tipo contínuo, 
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Exemplo 6.10

Calcule o momento fatorial de ordem s de uma variável aleatória  Binomial (n,p).

Solução:
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Finalmente, 
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Definição 6.4

Seja X uma variável aleatória e s um inteiro não negativo. Chama-se momento absoluto de ordem s >1 de X,  e representa-se por 
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Exemplo   6.11

Se X tem distribuição uniforme no intervalo (-a ; a), o primeiro momento absoluto de X é igual a 
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Consideremos a seguinte transformação na primeira integral,
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Logo,
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6.3 - Momento central de ordem s de 
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Definição 6.5 

Seja  
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 um inteiro não negativo, i = 1,2,...,n. Denomina-se momento central  de ordem
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i) se as variáveis aleatórias 
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ii) se as variáveis aleatórias 
[image: image1306.wmf]X

s

i

¢

  forem todas do tipo contínuo, 
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6.3.1 - Propriedades dos momentos centrais de  
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i) Os momentos centrais de ordem s =1 são todos nulos.

Prova:

Consideremos o caso particular da variável aleatória  bidimensional (X,Y), com função de densidade f(x,y). O caso geral é provado com  mesmo raciocínio.
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As provas ou justificativas das propriedades que se seguem são análogas aquelas apresentadas no caso dos momentos ordinários de ordem s de 
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iii) O momento central de ordem s = 0 de 
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Exemplo 6.12

Seja (X,Y) uma variável aleatória bidimensional com função de densidade dada por,
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Calculemos inicialmente  as densidades marginais de X e Y e suas respectivas médias:

i) variável aleatória marginal Y.
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ii) variável aleatória marginal X.





[image: image1321.wmf](

)

1

x

0

x

2

dx

2

x

f

x

0

<

<

=

=

ò





X é Beta (2,1) 
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Os momentos centrais de ordem s = 2 de (X,Y), são:
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Em particular, os momentos centrais de segunda ordem de 
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6.3.2 - Propriedades da variância de uma variável aleatória. 

i) Se X = c, constante, então Var{X}= 0.
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ii) Se Y = cX, onde c é uma constante, então 
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iii) Se Y = X + c, onde c é uma constante, Var{Y} = Var{X}.
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6.3.3 - Propriedades da covariância de (X,Y).

i)
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Prova:
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O resultado acima tem as seguintes  implicações:

1 - Se X e Y são variáveis aleatórias  independentes, então E(XY) = E(X)E(Y) e, por conseqüência Cov(X,Y) = 0. Neste caso as variáveis aleatórias X e Y são ditas  não correlacionadas. 

É importante registrar que a recíproca não é verdadeira, ou seja, "se duas variáveis aleatórias são não correlacionadas não necessariamente elas são independentes".

Esta afirmação  tem uma exceção quando as variáveis aleatórias X e Y compõem uma variável aleatória normal bivariada (X,Y) com Cov(X,Y) = 0.  Neste caso X e Y são não correlacionadas e independentes. Esta afirmação é demonstrada em 10.7.

Resumindo as duas  situações:

a)  Se X e Y, são quaisquer e  independentes,

E(XY) = E(X)E(Y) ( Cov(X,Y) = 0 
[image: image1347.wmf]Þ

 X e Y não correlacionadas.

b) Se X e Y  são normais e  não correlacionadas,

Cov(X,Y) = 0  ( X e Y são independentes. 

2 - A variância da soma de variáveis aleatórias independentes é igual à soma das variâncias destas variáveis aleatórias, o que simplifica as propriedades (iv) e (v), conforme abaixo.
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ii) -  
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A covariância é a média de um produto de duas variáveis aleatórias e como a ordem dos fatores é irrelevante a propriedade é óbvia.

iii) -  Se a e b são constantes quaisquer,  
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A justificativa é simples,
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6.3.4 - Matriz de covariância de 
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  são em geral, apresentados através de uma matriz chamada de covariâncias, designada por 
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A matriz 
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 é simétrica,  disposta com as variâncias em sua diagonal e as covariâncias  simetricamente colocadas nas demais células. A simetria de 
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 é devido à propriedade (ii).
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6.3.4 -  Relação entre os momentos ordinários e centrais de  X.

Os momentos ordinários e centrais de ordem s  X são definidos por:
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Segue daí que, 
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Exemplo 6.13

Calcular o segundo momento central de uma variável aleatória em função de seus momentos ordinários.
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Após o desenvolvimento do binômio de Newton  
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, o operador E transforma os termos 
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 em  
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k

, k = 0,1,...,s, ou seja: o que é expoente no desenvolvimento matemático passa a ser índice  na operação de cálculo da média. Isto sugere a criação de um algoritmo para facilitar os cálculos.

Algoritimo.

Para simplificar a notação,  representamos o primeiro momento ordinário  por m e o termo X por (. 

O algoritmo consiste em desenvolver o binômio 
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 como se fosse uma operação matemática e, ao final, os expoentes de ( são transformados em índices, a constante m é substituída por 
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 e o pseudo sinal de igualdade inicialmente usado pelo sinal "=".

Exemplo 6.14

Determinar a relação entre os momentos centrais de ordem s = 2,3,4 e os momentos ordinários.

  i) 
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iii) 
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Teorema 6.1

Os momentos centrais de segunda ordem de uma variável aleatória bidimensional (X,Y)

Satisfazem a relação 
[image: image1373.wmf](
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, denominada desigualdade de Schwarz.

Prova:

Sejam a e b constantes arbitrárias e seja 
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Temos então que, 
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Calculando-se a esperança, obtemos:
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A expressão é um trinômio em que escrevemos,
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O trinômio em a assume valores maiores ou iguais a zero quando  
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Finalmente, 
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[image: image1383.wmf]
6.3.5 -  Coeficiente de Correlação entre as variáveis aleatórias X e Y.

Definição 6.6

 Seja (X,Y) uma variável aleatória  bidimensional. Chama-se coeficiente de correlação linear de Pearson, representado por 
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6.3.5.1 - Propriedades do coeficiente de correlação. 

i) Se X e Y são variáveis aleatórias  independentes então 
[image: image1386.wmf](
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.

Isto decorre do fato já visto que Cov(X,Y) = 0,  se X e Y são independentes.

ii) 
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Prova:

De acordo com a desigualdade de Schwarz,
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O coeficiente de correlação linear de Pearson é uma medida do grau de linearidade de uma suposta relação entre as variáveis X e Y. Se 
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 a relação entre X e Y não pode ser considerada linear. Se 
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a relação linear é direta, ou seja, quando os valores de X crescem,  os de Y também crescem. Se 
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 a relação é inversa, ou seja, os valores de Y decrescem quando os de X crescem. Se 
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 a relação linear é dita fraca.

6.4 - Características de Somas de Variáveis Aleatórias.

Teorema 6.2

Sejam 
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 variáveis aleatórias  tais que 
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,  i = 1,2,...,n são constantes arbitrárias, então:
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Prova:
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Corolário 1.

Se as variáveis aleatórias 
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  são  não correlacionadas, isto é, se 
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Corolário 2.

Se as variáveis aleatórias 
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 para todo i = 1,2,...,n,  então, 
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Obs 1:
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Teorema 6.3

Sejam  
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Prova:

De acordo com o Teorema 6.2,  
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Finalmente, calculando a média, 
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Exercícios 6.

6.1 - Seja X uma variável aleatória com distribuição Gama (a,p). Determine os momentos centrais de ordem s = 2,3 usando a relação que envolve momentos ordinários e centrais de uma variável aleatória .

6.2 - Determine o momento fatorial de ordem s de uma variável aleatória X com distribuição de Poisson (().

6.3 - Determine o momento fatorial de ordem s = 2 de uma variável aleatória Gama (a,p),

6.4 - Seja X uma variável aleatória  com média ( e variância 
[image: image1434.wmf]s

2

. Mostre que o segundo momento de X, centrado em c, definido por 
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6.5- Seja 
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6.6 - Se a, b, c e d são constantes quaisquer, sendo as constantes a e c não nulas e com o  mesmo sinal, prove que 
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6.7 - A variável aleatória (X,Y) tem função de probabilidade dada pela tabela abaixo:
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Determine a covariância entre X e Y.

6.8 - Determine a covariância entre as variáveis aleatórias  cuja função de densidade conjunta é dada por 
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6.9 - Determine a covariância entre as variáveis aleatórias X e Y cuja função de probabilidade conjunta é dada na tabela abaixo e verifique se elas são independentes.

	y\x
	-1
	0
	1

	-1
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6.10 - Sejam X, Y e Z variáveis aleatórias  com médias 2, -3 e 4 e  variâncias 1, 5 e 2. Calcule a média e a variância de W = 3X - Y + 2Z, sabendo-se que Cov(X,Y) = -2, Cov(X,Z) = -1 e Cov(Y,Z) = 1.  

6.11 - Sejam X, Y e Z variáveis aleatórias  com médias 3, 5 e 2 e variâncias 8, 12 e 18.   Calcule a covariância entre U = X + 4Y + 2Z e V= 3X - Y - Z, sabendo-se que 

Cov (X,Y) = 1, Cov(X,Z) = -3 e Cov(Y,Z) = 2. 

6.12 - Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes tais que 
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6.13 - Considerando as variáveis aleatórias  W do exercício anterior, calcule as covariâncias entre:
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6.14 - Sejam  
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.  Calcule a média e o desvio padrão das variáveis aleatórias abaixo:
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6.15 - Considerando as variáveis aleatórias  W do exercício anterior calcule as covariâncias  entre:





[image: image1462.wmf]a

W

e

W

b

W

e

W

c

W

e

W

)

)

)

1

2

1

3

2

3


6.16 - Sejam 
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a) Os valores de 
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b) Os valores dos a´s e dos b´s para os quais Cov(
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6.17 - Calcular a expressão geral do momento ordinário de s da variável aleatória N(0,1).

7 - Função característica de uma variável aleatória X.

Definição 7.1

Seja X uma variável aleatória com função  de densidade f(x) ou função de probabilidade P(x). Chama-se função característica da variável aleatória X à função 
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i) se X é uma variável aleatória do tipo contínuo, 
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ii) se X é do tipo discreto assumindo determinações  k, 
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Obs:

A função característica de uma variável aleatória  X é uma função complexa de variável real.
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Exemplo 7.1 

Se X é uma variável aleatória Binomial (n,p),
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Exemplo 7.2

Se  X uma variável aleatória com função de probabilidade 
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Exemplo 7.3

Se X tem distribuição exponencial ((),
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7.1 - Propriedades da função característica.

i)
Para toda variável aleatória X existe sempre a função  
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Observe que 
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 o que significa que a soma é absolutamente convergente. O mesmo raciocínio pode ser adotado para o caso em que a variável aleatória X é do tipo contínuo.

Obs:  
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v)
Se X é tal que 
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Prova:

Se 
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Ora, se um número complexo é igual ao seu conjugado então ele é real.

vi) 
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7.2 - Cálculo dos momentos ordinários de X.

A função característica 
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 gera os momentos ordinários da variável aleatória X. A demonstração que segue supõe que X seja do tipo contínuo e procedimento análogo pode ser adotado no caso discreto.

Por definição,
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Calculemos a primeira derivada de 
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Fazendo-se t = 0,
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A segunda derivada resulta em, 
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Fazendo-se t = 0, 
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e assim sucessivamente, a derivada de ordem s, será
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Fazendo-se t = 0, 
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Logo, 
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 Exemplo 7.4

Calcular a função característica da variável aleatória N(0,1).

Solução 1:
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Multiplicando-se por 
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Escrevemos então,
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Solução  2:

Podemos escrever  
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A expressão geral do momento ordinário de ordem s de uma variável aleatória  N(0,1) é, segundo o exercício 6.17, 
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Substituindo-se na expressão anterior, 
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Exemplo 7.5

Calcular a média da variável aleatória X, geométrica (p),  utilizando propriedades da sua função característica.

Solução:





[image: image1521.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

k

itkk11it

X

k1k1

itit

XX

itit

tepqpqqe

pqepe

tt

q

1qe1qe

¥¥

--

==

j==

j=´Þj=

--

åå






[image: image1522.wmf](

)

(

)

it2it

X

it2

it

deqe

tip

dt

1qe

1qe

ìü

ïï

j=+

íý

-

-

ïï

îþ






[image: image1523.wmf](

)

(

)

X

2

t0

d1q1

tipi

dt1qp

1q

=

ìü

ïï

j=+=´

íý

-

-

ïï

îþ


Logo, 
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7.3 - Desenvolvimento em série de Mac Laurin de 
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O desenvolvimento em série de 
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 é de importância mito grande no estudo dos teoremas limites que veremos na próxima seção.
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Somando-se e subtraindo-se   
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Prova-se que h(s,(,t)  um infinitésimo de maior ordem que 
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Logo, 
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Obs:

O momento ordinário de ordem k de X é o coeficiente do termo 
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7.4 - Função característica de uma transformação linear de variáveis aleatórias.

 

Seja X uma variável aleatória com função característica 
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 são constantes. A função característica da transformada Y é então,





[image: image1539.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

itaXb

itYitaXitbitbitaX

Y

itb

YX

tEeEeEeeeEe

teta

+

j====

j=j


Consideremos agora a variável aleatória n-dimensional 
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Aplicando a definição, temos
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Os casos particulares que seguem têm especial importância na teoria estatística,

i) se as variáveis aleatórias 
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ii) se as variáveis aleatórias 
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 são independentes, todas com a mesma distribuição de probabilidades e 
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Exemplo 7.6
Sendo X uma variável aleatória N(0,1) obtenha a função característica da variável aleatória Y, normal de média ( e desvio padrão (.

Solução:

A variável aleatória X é a reduzida de Y, ou seja 
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 e, por conseqüência Y é uma transformada linear de X, onde a constantes a e b são respectivamente ( e (, ou seja 
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Aplicando-se a propriedade adequada, temos
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Logo, 
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Exemplo 7.7

Sejam 
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 variáveis aleatórias  independentes, todas com a mesma distribuição. A função característica da transformada 
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7.5 - Função característica de uma variável aleatória n-dimensional.

Definição 7.2

Seja 
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 uma variável aleatória n-dimensional com função de distribuição F
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Estudaremos  algumas propriedades da função característica de uma variável aleatória bidimensional (X,Y), cuja definição é:
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As seguintes  propriedades são facilmente  comprovadas:

· 
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Teorema 7.1

"Se duas variáveis aleatórias tem funções características iguais, então elas têm a mesma função de distribuição"

A afirmação é o resultado de teoremas sobre funções características que não serão demonstrados neste texto. O estudante interessado encontrará tais demonstrações na bibliografia recomendada, especialmente em Marec  Fisz, cap. 4, seção 4.5.

O teorema é de grande importância pois nele está implícita a informação de que existe uma correspondência biunívoca entre o conjunto de todas as funções características e o de todas as funções de distribuição. Por este fato podemos muitas vezes estudar um modelo (uma variável aleatória X) através de sua função característica (calcular momentos, estudar convergências de sucessões de variáveis aleatórias , etc... ) e a seguir inferir os resultados para o espaço das funções de distribuições. 

Exercícios 7

7.1 - Calcular as funções características das variáveis aleatórias seguintes:



a) Poisson (()

d) Bernoulli(p)



b) Geométrica (p)
e) Gama(a,p)



c) Pascal (r,p)

f) Uniforme (a,b)

7.2 - Use a teoria das funções características para demonstrar que a soma de n variáveis aleatórias 
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7.3 - Desenvolver a função característica da variável aleatória Normal de média ( e desvio padrão ( , até a ordem s = 3.

7.4 - Sejam 
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 variáveis aleatórias independentes com distribuição exponencial de parâmetro (. Determine a distribuição de  
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7.5 - Calcular a função característica da variável aleatória uniforme no intervalo (-a,a).

7.6 - Sejam 
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 variáveis aleatórias independentes com distribuição quiquadrado com 
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Prove que 
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7.7 - Mostre que se X e Y são variáveis aleatórias independentes com distribuição normal de parâmetros  
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, respectivamente, então X+Y tem distribuição normal de média 
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7.8 - Se  a função característica de uma variável aleatória é 
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7.9 - Calcule, usando funções características,  a média e a variância da variável aleatória exponencial(4).  

.

. 

8. Desigualdades Estatísticas.

Usando alguns conceitos do cálculo de probabilidades nós podemos extrair algumas conclusões sobre uma distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X, em função apenas de sua média e sua variância. Para toda distribuição de probabilidades com média e variância conhecidas, podemos calcular um limite superior para  probabilidade da dispersão de X em torno de sua média.  

Teorema 8.1

Seja X uma variável aleatória com função de distribuição F(x) e seja g(X) uma função não negativa da variável aleatória X. Se existir 
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Prova:

Suponha que g(X) seja uma função monótona em R, e seja 
[image: image1581.wmf](
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Como g(x) é uma função não negativa, podemos escrever,
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Como em w, k é o limite inferior de g(x), então,
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Ora, a integral de f(x) em w é a probabilidade do evento 
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Obs 1:

Analisando a desigualdade verificamos que se k = 
[image: image1589.wmf](
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 o seu uso é irrelevante, pois 
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,  para toda variável aleatória X não importando o valor de sua média.

Obs 2:

A desigualdade foi construída sem qualquer restrição quanto à distribuição da variável aleatória g(X).

Exemplo 8.1   

Consideremos a variável aleatória X com distribuição uniforme em (0,1) e seja a função identidade  g(X) = X. De acordo com a desigualdade do Teorema 8.1,
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Vamos verificar o limite superior dado pela desigualdade para diversos valores de k,

	k
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Conclui-se daí que a desigualdade só traz alguma informação relevante para valores de X no intervalo ( 0,5 ; 1) conforme se vê nas células hachuradas.

Obs 3:

Quando g(X) é a função identidade, isto é, g(X) = X, a desigualdade em questão é chamada desigualdade de Markov, ou seja 
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(8.2)
Exemplo 8.2

Seja X uma variável aleatória N(0,1) e seja 
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 é uma variável aleatória qui-quadrado com 1 graus de liberdade. Segundo a desigualdade  de Chebyshev,  
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Vamos analisar as probabilidades exatas para diversos valores de k, e os correspondentes limites superiores obtidos pela desigualdade em estudo:

	k
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Notemos que a desigualdade nos traz alguma informação relevante somente para valores de k >1.

8.1 - Desigualdade de Chebyshev.

Seja X uma variável aleatória tal que 
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A desigualdade do Teorema 8.1, aplicada neste caso, produz
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Fazendo-se 
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, obtemos a fórmula da desigualdade de Chebyshev,
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(8.3)

A desigualdade estabelece um valor máximo para a probabilidade de X diferir de sua média no mínimo, um número 
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 de vezes o seu desvio padrão. 

Por exemplo, se 
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ou seja, a probabilidade de que X difira de sua média de no mínimo 2 vezes o seu desvio padrão não é maior do que 1/4.

A desigualdade de Chebyshev é também apresentada das seguintes formas:

1) probabilidade máxima de X diferir de sua média por uma quantidade não menor que k.

Fazendo-se 
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 e substituindo-se em (8.3), obtemos,
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2) probabilidade mínima de X diferir de sua média por uma quantidade menor que k,

A partir de (8.4), obtemos
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Exemplo 8.3

Seja X uma variável aleatória com densidade dada por 
[image: image1612.wmf](
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. Determine a probabilidade de X diferir da sua média por menos de 2 desvios e compare esta probabilidade com a probabilidade mínima fornecida pela desigualdade de Chebyshev.

Solução:

Conforme (8.3) temos que  
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. Se X é uma variável aleatória Beta (p,q),
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Sendo X, Beta(2,2), obtemos:
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Calculemos agora a probabilidade pedida,
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A desigualdade de Chebyshev fornece a probabilidade mínima do evento em questão, ou seja,
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Notemos que a afirmação "a probabilidade é 0,97" é muito mais forte e informativa do que a afirmação "a probabilidade é pelo menos igual a 0,75".

8.2 - Lei dos grandes números - uma aplicação da desigualdade de Chebyshev.

Seja 
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 , i = 1,2,...,n uma seqüência de provas independentes de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a p.

Se A é o evento observado em cada prova, então:
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i = 1,2,...,n

 Notemos que a variável aleatória 
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 tem distribuição Binomial de média np e variância np(1-p) e se identifica ao número de ocorrências do evento A nas provas, isto é,  a variável aleatória 
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 é a freqüência absoluta do evento  A nas n provas.  

Seja agora a variável aleatória 
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Apliquemos ao modelo em estudo a desigualdade de Chebyshev:
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Calculando-se o limite quando 
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Este é o resultado conhecido como Lei dos Grandes Números, cuja interpretação é a seguinte:

"Na realização de uma seqüência de n provas independentes sobre o evento A - com probabilidade constante de ocorrer em cada prova  igual a p -, se n cresce suficientemente, a freqüência relativa do evento A tende para a probabilidade p do evento A" 

9. Convergência de uma sucessão de variáveis aleatórias.

Definição 9.1 

Seja uma variável aleatória n-dimensional 
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Exemplo 9.2

Sejam  
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Exemplo 9.3
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Exemplo 9.4
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As funções de probabilidades das variáveis aleatórias  
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Note no quadro abaixo que,  para 
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O exemplo em questão é bem sugestivo para imaginarmos o comportamento dos gráficos das funções de probabilidades das variáveis 
[image: image1665.wmf]X

n

, n = 2,3,4,...... para um valor de n muito alto!

Os esboços de gráficos na página seguinte são os das funções de probabilidades das variáveis 
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O que se observa é uma tendência de concentração de probabilidade em torno do ponto 0 - que é a média de 
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Este comportamento da função de probabilidade da sucessão de variáveis aleatórias  
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Definição 9.2   -   Convergência em probabilidade

Seja 
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dizemos então que a sucessão 
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Definição 9.3

A sucessão de variáveis aleatórias  
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e, neste caso,  escrevemos 
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Exemplo 9.5
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Apliquemos a seguir a desigualdade de Chebyshev á sucessão 
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Calculando o limite quando 
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Assim, 
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Obs: Em outras palavras, se 
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A Lei dos grandes números de Bernoulli apresentada em 8.2, historicamente  a mais antiga , é no entanto simplesmente um caso particular de teoremas mais gerais conhecidos pelo nome comum de Leis dos Grandes Números.

Teorema 9.1     -      Teorema de Chebyshev
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Aplicando-se a desigualdade de Chebyshev à sucessão  
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Obs: Vale registrar que as variáveis aleatórias  que formam a sucessão 
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Observe que 
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Definição 9.4    -    Convergência em distribuição.  

Seja 
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Exemplo 9.6

Seja 
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Calculemos o limite desta função quando n cresce indefinidamente, 





[image: image1731.wmf](

)

(

)

n

XX

x

n

0x0

limFxFx

1ex0

-

®¥

<

ì

==

í

-³

î


Segundo a definição 9.4, a sucessão  
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 converge em distribuição para a variável aleatória X com distribuição exponencial de parâmetro 1.

Teorema 9.2
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Analisando os dois resultados e lembrando que a função de distribuição é não decrescente e contínua à direita, concluímos que, 
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Ora, esta é a função de distribuição de uma variável aleatória quase certamente igual a uma constante c, logo 
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Obs:  A  demonstração da recíproca pode ser vista em Barry James 

Uma conclusão importante a respeito do teorema é que a convergência em probabilidade é um caso particular de convergência em distribuição.

Exemplo 9.7

Se 
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Calculemos a seguinte probabilidade,
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Calculemos agora o limite de tal probabilidade, 
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Segundo a definição 9.2 temos que 
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Em muitos casos o estudo de convergência de sucessões de variáveis aleatórias  é  grandemente facilitado através do estudo da função característica da sucessão 
[image: image1751.wmf]{

}

n

X

. Esta possibilidade é sustentada pelo teorema a seguir cuja demonstração não será apresentada neste texto.

Teorema 9.3

Uma condição necessária e suficiente para que 
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Corolário: Se 
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Exemplo 9.8

Analisemos sob a ótica do teorema 9.3 a sucessão de variáveis aleatórias exponenciais de parâmetro n estudada no exemplo  9.7.

A função característica de uma variável aleatória exponencial (n) é igual a,
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Mas 
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  é a função característica de uma variável aleatória X,  tal que P(X = 0)=1.

Logo 
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As leis dos grandes números apresentadas até então consideravam a existência das variâncias das variáveis aleatórias 
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, n = 1,2,3,... O teorema que segue devido a Khintchine, conhecido como lei dos grandes números de Khintchine, mostra a convergência de uma sucessão de variáveis aleatórias,   sem considerar restrições para as suas variâncias. 

Teorema 9.4
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O desenvolvimento em série de 
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Assim, podemos escrever,





[image: image1771.wmf](

)

n

n

Y

it

t

t1o()

n

n

m

éù

j=++

êú

ëû


Vamos calcular o limite da função característica em estudo,
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A parcela 
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Teorema  9.5   -   Teorema de Cramer

Sejam 
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Exemplo 9.9

Seja 
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Apliquemos á sucessão a desigualdade de Chebyshev,
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Calculando-se o limite quando 
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2. Estudo da convergência de 
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e sua função de distribuição é
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O limite de 
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Assim, 
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De acordo com o teorema de Cramer,
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Exemplo 9.10

Seja 
[image: image1805.wmf](

)

12n

X,X,...,X

 um vetor aleatório onde as componentes são independentes e identicamente distribuídas. Seja 
[image: image1806.wmf](

)

n

S

Si

i1

1

gXAX

n

=

==

å

r

 . Mostre que 
[image: image1807.wmf]{

}

p

SS

A

®a

, onde 
[image: image1808.wmf]a

S

 é o momento ordinário de ordem da variável aleatória  
[image: image1809.wmf]X

i

 , i = 1,2,...,n.

Solução:
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Aplicando a desigualdade de Chebyshev,
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Calculando o limite conveniente, 
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Finalmente, escrevemos, 
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Exemplo 9.11

Vamos estudar a convergência em distribuição da sucessão 
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Por outro lado,
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Como 
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 tem distribuição uniforme em (0,1), então,
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Desta forma,
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Calculando-se o limite quando 
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Concluímos daí que 
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 , onde Y tem distribuição exponencial de parâmetro 1.

O teorema que será apresentado a seguir faz parte de um conjunto de teoremas chamados teoremas limite que  estudaremos  a partir de agora.

Teorema 9.6     (De Moivre-Laplace)

Seja 
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Prova:

A função característica da sucessão 
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(9.5)

Vamos aplicar o desenvolvimento em série de MacLaurin nas funções exponenciais contidas na expressão (9.5).
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Substituindo-se estas expressões convenientemente em (9.5), temos,


[image: image1839.wmf](

)

(

)

n

2

2

Y

t

t

t1o

n

2n

éù

j=-+

êú

ëû


Calculemos agora o limite quando 
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Seja n' suficientemente grande. Para n > n', 
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Então 
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, ou seja o limite da função característica da sucessão 
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Definição 9.5

Seja 
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Simbolicamente representaremos tal definição como segue:
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Exemplo 9.12

Uma moeda perfeita é lançada 100 vezes. Qual a probabilidade da face cara  ocorrer mais do que 60 e menos do que 70 vezes?

A cada lançamento associamos a variável aleatória 
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 , com distribuição de Bernoulli tal que 
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Exemplo 9.13 

Estudaremos agora a convergência de uma soma de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas segundo a lei exponencial de parâmetro 
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Sejam então 
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[image: image1864.wmf]X

i

 tem função característica 
[image: image1865.wmf](

)

(

)

1

t1it

-

j=-

 e que 
[image: image1866.wmf]å

=

=

n

1

i

i

n

X

Y

 tem média n, variância n e função característica igual a 
[image: image1867.wmf](

)

(

)

n

t1it

-

j=-

.

Consideremos agora a variável aleatória reduzida de 
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Segue daí que, 
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Usaremos agora o desenvolvimento 
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Calculemos o limite quando 
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Assim, 
[image: image1880.wmf]Z
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 converge em distribuição para Z, N(0,1) e de acordo com a definição 9.5
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O teorema 9.6, de De Moivre-Laplace,   e o exemplo 9.13, são ambos, casos particulares de um dos principais teoremas limites que agora iremos estudar, conhecido como Teorema Central do Limite, devido a Lindeberg-Lèvy.

Consideremos uma seqüência 
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(9.6)

com 
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Teorema 9.7    (Teorema de Lindeberg-Lèvy)

Se 
[image: image1889.wmf]X

X

X

n

1

2

,

,

.

.

.

,

 são variáveis aleatórias independentes, todas com a mesma distribuição de probabilidades, então a seqüência de funções de distribuição 
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Prova:

A variável aleatória  
[image: image1893.wmf]Z
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, conforme 9.6 pode ser escrita da forma ,
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As variáveis aleatórias 
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por outro lado a função característica de 
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Mais uma vez,  aplicando conveniente propriedade das funções características, temos que 
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Finalmente, obtemos a função característica da variável aleatória 
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Calculando-se o limite quando 
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Para um n suficientemente grande,  já que 
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Assim, 
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Corolário:

Se 
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 são variáveis aleatórias independentes, todas com a mesma distribuição de probabilidades, e tais que 
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 é assintoticamente normal de média 
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 e desvio padrão 
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Prova:
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 é assintoticamente normal de média ( e desvio padrão 
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Exemplo 9.14

Suponha que  
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, k = 1,2,... sejam independentes e identicamente distribuídas segundo a lei de Bernoulli de parâmetro p. Consideremos a variável aleatória 
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 tem distribuição Binomial, este exemplo é na verdade uma nova demonstração do teorema de De Moivre Laplace, que é portanto uma caso particular do teorema de Lindeberg-Lèvy.

Exemplo 9.15

Suponha que 
[image: image1932.wmf]X
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 sejam independentes e todas reguladas pela lei de Poisson de parâmetro 0,5. Consideremos a variável aleatória 
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 e vamos calcular a probabilidade   de 
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 assumir um valor no intervalo (22 ; 26).

Segundo o teorema de Lind-Lèvy, a variável aleatória 
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 tem distribuição assintoticamente N(25;5), e assim,
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9.1 - Correção de continuidade ao se aproximar uma distribuição discreta pela distribuição Normal.

Recordemos que: se 
[image: image1937.wmf]123n
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 são variáveis aleatórias independentes,  todas com distribuição de Bernoulli de parâmetro p, então 
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 é uma variável aleatória Binomial de parâmetros n e p. Ainda sabemos: que cada variável aleatória 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1942.wmf] são respectivamente,
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Com base no Teorema do Limite Central, para um valor de n suficientemente grande podemos dizer que Y é assintoticamente normal de média np e variância 
[image: image1945.wmf](
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, o que nos permite dizer que a reduzida de Y , ou seja, 
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[image: image1948.wmf](

)

(

)

Z

FzPZz

=£

 tabelada. 

De forma que podemos aproximar a função de distribuição de Y por:
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Analisaremos agora uma modificação – correção de continuidade – à aproximação em questão. Para  entender melhor o que este procedimento quer dizer no caso discreto e para perceber como  esta modificação produz uma  melhora na precisão da aproximação de uma distribuição discreta pela normal, vamos discutir  a aplicação desta teoria à uma variável aleatória Binomial com n = 15 e p = 0,6, cuja função de probabilidade é:
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Para simplificar
[image: image1951.wmf]*

, a tabela abaixo mostra a função de probabilidade de Y para valores 
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	0,01
	0,02
	0,06
	0,12
	0,18
	0,21
	0,19
	0,13
	0,06
	0,02


A figura 1 é o histograma da lei de probabilidade exata da Binomial e a correspondente curva superposta da normal de média 
[image: image1954.wmf]np150,69
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 e variância 
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. Na construção do histograma foi usado o método convencional, ou seja, cada barra do histograma está centrada nos inteiros (valores observados de Y) de 4 a 13, tendo largura igual à unidade e altura igual a probabilidade  do respectivo inteiro. 
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Figura 1
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Assim, a probabilidade do evento 
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 por exemplo, é a soma das áreas das barras centradas em  6,7,8,9 e 10, como se pode ver na figura 2, 
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Se aplicarmos o Teorema do Limite Central  simplesmente, a aproximação para esta probabilidade é: 

[image: image1961.jpg]Figura 2
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Graficamente,  a área correspondente a esta probabilidade está hachuriada na  figura 3. É fácil de verificar que esta aproximação poderia ser melhorada se considerarmos a área sob a curva normal entre 5,5 e 10,5 como hachuriada na figura 4, e não aquela entre 5 e 10, porque ela contempla o mesmo intervalo onde estão as barras do histograma centradas  nos pontos 6,7,8,9 e 10. 
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Este ajustamento de 
[image: image1964.wmf]1
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 unidade destinado a adequar o intervalo normal (real)  ao intervalo discreto da binomial é chamada correção de continuidade. No presente exemplo a aproximação da probabilidade com correção de continuidade fornece
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probabilidade esta,  consideravelmente mais precisa que aquela calculada sem a correção de continuidade. 

Para resumir, se Y é uma variável aleatória Binomial de parâmetros n e p, a aproximação normal com correção de continuidade se faz como segue:

1.   
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2.   
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3.   
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[image: image1969.jpg]Figura 4





Observamos que a correção com continuidade tem efeito desprezível para n muito grande pois 
[image: image1970.wmf](
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 tende a zero quando 
[image: image1971.wmf]n
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. No entanto para um valor moderado de  n , a correção de continuidade fornece visivelmente uma melhor aproximação. 

Este procedimento é também muito útil na aproximação de probabilidades exatas de outras distribuições discretas. O raciocínio é o mesmo e,  se pensarmos  nas probabilidades discretas exatas como somas de áreas  de barras em histogramas, não é difícil de constatar que a aproximação com correção de continuidade pode  ser aplicada à quaisquer leis de probabilidades discretas. 

9.1.1 - Exemplo de Aplicação

A soma de n variáveis aleatórias independentes todas com distribuição de Poisson 
[image: image1972.wmf](

)

1

l=

 é uma variável aleatória 
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 igualmente com distribuição de Poisson 
[image: image1974.wmf](
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. Como sabemos,  a distribuição de Poisson registra o número de eventos aleatórios observados num intervalo de tempo 
[image: image1975.wmf][
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,  o qual subdividido em n intervalos de igual amplitude sugere que 
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 tem distribuição de Bernoulli e está associada a cada um dos n subintervalos.

Na verdade,  analisando a variável aleatória de Poisson sob o ponto de vista que ela representa uma contagem de ocorrências de eventos aleatórios, entendemos então a variável aleatória como uma soma de parcelas ( 0 ou 1) , e então aplicamos o Teorema do Limite Central,isto é: 

se Y tem distribuição de Poisson de parâmetro 
[image: image1977.wmf]m

 suficientemente grande (e não necessariamente inteiro), aproximaremos a distribuição exata de Y pela lei de probabilidade normal com média 
[image: image1978.wmf]m

 e variância 
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. 

Considerando ainda a correção de continuidade, temos
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Exemplo 1.

Suponha que assaltos a residências em uma cidade de 30.000 habitantes,   ocorram segundo uma lei de Poisson,  a uma taxa  de 
[image: image1981.wmf]1
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  por dia. Se Y é o número de assaltos registrados em 30 dias, então Y tem distribuição de Poisson de parâmetro 
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 e a probabilidade de ocorrer no máximo 10 assaltos em um mês é:
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sem correção
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com correção

e a probabilidade de ocorrer no mínimo 17 assaltos em um mês é:
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sem correção
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com correção

Podemos verificar facilmente que as probabilidades exatas correspondentes são:
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Exercícios  9.

9.1 - 
Sejam  Xi , i=1,2,3...,100 variáveis aleatórias de Poisson (2), e independentes. Determine a probabilidade de que 
[image: image1988.wmf]Y
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 pertença ao intervalo (190;220).

9.2 - 
Uma urna contem bolas numeradas com os números  0,1,2,....,9 . Uma bola é retirada ao acaso, seu número é registrado,  e a seguir , devolvida à urna. Calcular a probabilidade de que a média dos números obtidos em 100 extrações supere a 5.

9.3 - Um automóvel percorre em média 9 km, com um desvio padrão de 2 km, por cada litro de combustível. Dado que a capacidade do tanque é de 64 litros, calcule a probabilidade de que a autonomia do veículo ultrapasse 600km.

9.4 - 
Mil e duzentas medidas são realizadas com aproximação ao inteiro mais próximo, sendo que os resultados a seguir, são somados. Determine a probabilidade de que o erro cometido na soma não seja maior do que 20 unidades em valor absoluto. Faça uma suposição razoável para a distribuição do erro cometido em cada medida.

9.5 - 
Um certo tipo de semente é vendido em pacotes de 1 kg, sendo o número de sementes no pacote uma v.a. com média 1000 e desvio padrão 30. Qual a probabilidade de que em 100 pacotes o número de sementes seja de 99.400 no mínimo? Quantos pacotes devem ser comprados de forma a garantir que o número total de sementes adquiridas seja de 44.000 no mínimo, com probabilidade 0,90?   

9.6 - 4800 números são escolhidos aleatoriamente no intervalo (1;5). Determine a probabilidade de que a soma desses números seja maior do que 14.280.

9.7 -   Freqüentemente admite-se que a "duração da vida" de um componente eletrônico tem distribuição exponencial de parâmetro (. Suponha que um rádio receptor possui um único componente eletrônico indispensável ao seu funcionamento, de tal forma que, para manter seu funcionamento  contínuo, deve ser substituído por um similar em caso de defeito. Existe um estoque de 19 componentes. Supondo que a duração da vida deste componente seja exponencial de parâmetro 
[image: image1989.wmf]l

=

0

002

,

 por hora, determine a probabilidade de que o receptor se mantenha ativo no mínimo um ano.

9.8 - Trinta dispositivos 
[image: image1990.wmf]D
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 , i = 1,2,...,30 são usados da seguinte forma. Tão logo  
[image: image1991.wmf]D
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 falhe, 
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 entra imediatamente em operação, i = 1,2,...29. Suponha que a duração de vida do dispositivo i, i=1,2,...30 tenha distribuição exponencial de parâmetro 
[image: image1993.wmf]l
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 por hora. Se T é o tempo total de operação dos 30 dispositivos qual a probabilidade de que T não ultrapasse 350 horas?

9.9 - Suponha que o número de aviões que chegam a um aeroporto em um intervalo de tempo de 20 minutos, obedece a uma lei de Poisson com média igual a 100 aviões. Determine um limite inferior para a probabilidade de que o número de aviões que chegam durante um intervalo de tempo de 20 minutos esteja entre 80 e 120.

9.10 - Tubos de plástico são fabricados e seus diâmetros têm média 
[image: image1994.wmf]m

 e  desvio padrão de 0,01 mm. Quantos tubos devem ser medidos, de forma que a probabilidade de que a média dos diâmetros medidos difira do diâmetro médio  especificado no processo, por menos que 0,005, seja no mínimo igual a 8/9?

9.11 - Quantas vezes uma moeda deve ser lançada de forma que seja no mínimo 0,90 a probabilidade de que a razão entre o numero de caras e o número total de lançamentos esteja compreendido entre 0,4 e 0,6?  

10 - Variáveis Aleatórias Associadas à Distribuição Normal.

10.1 - Variável Aleatória Qui Quadrado com 1 grau de liberdade.

Diz-se que Y é uma variável aleatória com distribuição qui-quadrado com 1 grau de liberdade, e se representa por  
[image: image1995.wmf]c
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 ,  se 
[image: image1996.wmf]Y
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, onde X tem distribuição N(0,1).
No estudo de transformadas de variáveis aleatórias verificamos que se X é N(0,1) então a função de densidade de X2 é a  de uma Gama (1/2;1/2). Assim a densidade da v.a. qui quadrado c/1 g.l. é:





[image: image1997.wmf](

)

2

1

1y

22

1

fyye      y>0

2

--

c

=

p


Daí calculamos sua média, variância , função característica, etc...:
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10.2 - Variável Aleatória Qui Quadrado com n graus de liberdade.

Sejam  
[image: image1999.wmf]X
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  variáveis aleatórias independentes, todas com distribuição N(0,1). Chama-se variável aleatória qui quadrado com n graus de liberdade e se representa por 
[image: image2000.wmf]c
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 , a variável  
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, ou seja , a v.a. qui quadrado com n g.l. é a soma de n v.as. independentes, todas  com distribuição qui quadrado com 1 g.l. 

Assim, a função de densidade da   
[image: image2002.wmf]c
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  é a de uma v.a. Gama (1/2;n/2), como segue:
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Daí obtemos;
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10.3 - Variável Aleatória de Student com n graus  graus de liberdade.

Sejam 
[image: image2005.wmf]X
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  variáveis aleatórias independentes. todas com distribuição N(0,1). Se 
[image: image2006.wmf]T

X

n

n

=

c

2

/

, dizemos então que T tem distribuição de Student com n graus de liberdade.

Observemos que a v.a. T, conhecida com “Razão de Student” é o quociente de uma v.a. N(0,1) pela raiz quadrada de uma v.a. qui quadrado c/n g.l. dividida pelo número de graus de liberdade.

Através da teoria de transformadas obtemos a seguinte densidade para T:
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A densidade da v.a. de Student é simétrica em relação a t = 0, e  só possui momentos de ordem k < n e assim, para n = 1 sua média não existe. Para n = 1 a v.a. T é um particular caso da distribuição de Cauchy que não possui momentos. 

Exercício proposto:

Deduzir a função de densidade de T.

Sugestão:  Escrever a v.a. T da forma  
[image: image2008.wmf]T
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. As  v.a. V e U são independentes,

sendo V uma N(0,
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10.4 -  Variável Aleatória de Snedecor com r e s graus de liberdade.

Sejam 
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 variáveis aleatórias independentes, todas com distribuição N(0,1). Chama-se variável aleatória de Snedecor com r e s graus de liberdade à v.a. definida por;
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Observemos que a v.a. F é uma razão entre duas v.as. qui quadrado, cada uma delas dividida pelo seu grau de liberdade, e sua densidade é obtida através da teoria de transformadas de v.as.
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Exercício proposto:

Deduzir a densidade da v.a. F.

10.5 - Variável Aleatória de Fisher com r e s graus de liberdade.


Diz-se que Z tem distribuição de Fisher com com r e s graus de liberdade, se 
[image: image2014.wmf]Z
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ou 
[image: image2015.wmf]e

F

Z
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, onde F tem distribuição de Snedecor com r e s graus de liberdade. 

Exercício proposto: 


Deduzir a densidade da v.a. Z, de Fisher.

10.6 - Variável Aleatória Log Normal.

Diz-se que W tem distribuição  Log Normal  se  
[image: image2016.wmf]W

e

X

=

 ( ou 
[image: image2017.wmf]ln

 W

=

X

), onde X tem distribuição N(0,1).

Exercício proposto:

Deduzir a densidade de W, Log Normal.

10.7 -  Distribuição normal bivariada

Chama-se distribuição normal bivariada à variável aleatória cuja função de densidade é dada por:
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A função acima depende portanto de 5 parâmetros, quais sejam:
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O gráfico da função de densidade da normal bivariada é uma superfície sobre toda a extensão do plano (x,y),  e tem seu valor máximo único no ponto 
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10.7.1 - Estudo das maginais X e Y.

Analisemos inicialmente o valor da constante 
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Não alteramos  
[image: image2024.wmf]q

 se somarmos e subtrairmos o termo 
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Segue daí que:


[image: image2027.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

22

2

2

y

yxyy

x

22222

xy

xyyy

1y-

y-xyy

x-

1

=2

1-

 

éù

-rm

m-m-m-m

m

êú

q+--r+

êú

ss

rssss

ëû



[image: image2028.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

2

2

yxyy

x

2222

xy

xyy

y-xyy

x-

1

=2

1-

 

éù

rm-m-m-m

m

êú

q+-r+

êú

ss

rsss

ëû



[image: image2029.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

22

xyxxyy

2

x

22

22

y

yy

x

y-xyy

1

=x-2

1-

 

éù

rsms-m-m-m

êú

qm+-r+

êú

s

ss

sr

ëû


e finalmente,


[image: image2030.wmf]
Usando este resultado; 

(a) verificaremos que realmente f(x,y) é uma densidade e, 

(b) obteremos suas marginais com muita facilidade.

a) f(x,y) é realmente um densidade .
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Como se pode observar, as duas funções integradas em I são  densidades de variáveis aleatórias unidimensionais:




[image: image2033.wmf](

)

(

)

xy

2

xx

y

y

N;1

éù

s-m

êú

m+rs-r

s

êú

ëû

  é  
[image: image2034.wmf](

)

yy

N;

ms


b) cálculo da marginal f(y).
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c) cálculo da marginal f(x).

Invertendo o procedimento adotado na análise da constante (, isto é, somando e subtraindo o termo 
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 à constante ( e integrando-se f(x,y) em relação a y, obtemos;
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Observamos portanto,  que a v.a. normal bivariada é tal que suas distribuições marginais tem densidades 
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Observemos ainda que se (=0, ou seja, se X e Y são não correlacionadas, a densidade da normal bi-variada se torna:
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ou seja, quando ( = 0,  f(x,y)=f(x)
[image: image2043.wmf]´

 f(y), o que nos permite afirmar “se X e Y são variáveis aleatórias normais e não correlacionadas então elas são independentes”.

10.7.2 - Distribuições condicionais.

Para obter a densidade da variável (Y/X=x) devemos calcular:
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Notemos que:
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Portanto, escrevemos:
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Finalmente obtemos a densidade de (Y/X),
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e concluímos que a variável Y condicionada ao evento X = x  tem distribuição normal com os parâmetros abaixo:
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Teorema:

Se (X,Y) é uma variável aleatória normal bivariada com parâmetros 
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a) X é 
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b) X e Y são independentes se e somente se ( = 0


c) (Y/X=x)  é 
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    (X/Y=y)  é 
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Exercício 10.1

Suponha que a variável aleatória (X,Y), normal bivariada, represente as notas obtidas nas provas de uma disciplina de uma Escola, por uma determinada turma, como por exemplo: X é a v.a. que representa as notas da 1a V.A.E. e Y as da 2a V.A.E. Suponha ainda que: 
[image: image2056.wmf](

)

xyxy

100, 150, 20, 30 e x,y0,5

m=m=s=s=r=

 . Nestas condições, temos que:


a) 
[image: image2057.wmf](

)

(

)

(

)

95100

PX95PZPZ0,251F0,250,59870,60

20

-

æö

>=>=>-=--=@

ç÷

èø


b) 
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c) 
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d) 
[image: image2060.wmf](

)

(

)

PY188,4PZ1,280,90

£=£@


Calculemos agora as probabilidades c) e d) na hipótese de que x=115. Neste caso,
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d’) 
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Notemos que  x = 115, isto é,  a nota da 1a. V.A.E. é maior do que a média 
[image: image2065.wmf]m
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Esta informação é a causa das diferenças observadas entre as probabilidades c) , d) e as probabilidades c’) e d’).

Observe que 
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, por que existe uma informação adicional de que  primeira nota, X,  está acima da média. 

Por outro lado  
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, pelo mesmo motivo acima.

Exercício proposto:

Calcule  as probabilidades c) e d) na hipótese de que x = 95, isto é, a nota da 1a. VAE é menor que a média e faça a análise adequada.
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