Métodos Não Paramétricos 

Ence


1. Introdução.
   No processo de desenvolvimento dos métodos estatísticos, os primeiros estudos sobre inferência diziam respeito  a hipóteses sobre as características principais da população e estas características são chamados parâmetros. Um problema comum na inferência estatística chamada paramétrica,  consiste em testar a hipótese de que a diferenças observadas em duas amostras,  indicam que as mesmas tem origem em populações diferentes. 
Na estatística não-paramétrica, não especificamos condições sobre os parâmetros da(s)  população (ões) que foram pesquisadas. Mesmo se certas suposições sejam definidas, os testes não-paramétricos são menos exigentes que aquelas suposições indispensáveis inerentes dos testes paramétricos.
Os testes não paramétricos tem características próprias  que proporcionam algumas vantagens no seu uso,  em lugar dos testes  paramétricos:
a)  Têm menos exigências que os paramétricos, pois dispensam suposições sobre a forma da distribuição da população: normal, exponencial, binomial, etc...
b)  Em geral, as probabilidades envolvidas na grande parte dos testes não-paramétricos são exatas, a não ser se aproximações forem usadas no caso de grandes amostras.
c)  São em geral de fácil aplicação e requerem cálculos mais simples e em menor volume.
d)  Em alguns casos, os testes não paramétricos são aplicados em amostras de diferentes populações, o que é impossível nos paramétricos.
Em compensação algumas restrições aos métodos não-paramétricos  são:
a)   Em geral, não levam em consideração a magnitude dos dados. Em alguns casos o verdadeiro valor observado na amostra é transformado em uma ordem ou um sinal, e isto se traduz em perda de informação. 
b)   O teste paramétrico é mais poderoso quando todas as suposições e exigências são satisfeitas. No caso não-paramétrico, para se obter a mesma eficiência é necessário um tamanho de amostra maior. 
2. Escalas de mensuração.
2.1 - Escala Nominal.
   É a escala de mensuração onde substituímos o "valor" observado na amostra  por um símbolo. A escala nominal é o mais baixo nível de mensuração. Para classificar elementos de uma população quanto ao sexo, usamos por exemplo os símbolos M (masculino) e F (feminino) ou os números 1 (masculino) e 2 (feminino). Em suma, a escala nominal usa números ou símbolos para identificar elementos ou suas características em diferentes classes ou categorias. Os valores da escala não indicam ordem, hierarquia ou proporção. Desta forma a atribuição de números ou símbolos a essas categorias  é arbitrária.
Se por exemplo, desejamos simbolizar o estado civil (casado, solteiro, viúvo ou desquitado)  de um elemento da população,  podemos usar o conjunto de números (1,2,3, 4} ou a seqüência de letras {C, S, V, D} indiferentemente. Numa escala nominal a única operação matemática possível é a construção de uma distribuição de freqüências das categorias.
2.2 - Escala Ordinal.
   Os valores na escala ordinal são números ou mesmo símbolos, como na escala nominal, mas possuem  características de ordenação ou de hierarquia. Quando classificamos os alunos de uma classe quanto as notas obtidas (números), a escala usada é ordinal pois podemos ordenar os alunos de acordo com as suas notas. A classificação de uma população quanto ao seu nível de renda pode usar os símbolos: alta, média e baixa, em substituição a renda (número) desde que esta seja classificada por classes.
 2.3 - Escala Intervalar.
   Tem todas as características de uma escala ordinal, mas além disso envolve uma unidade de medida que contem o ponto 0 como referência. O grau de mensuração por intervalos é obtido quando podemos definir a distância (amplitude do intervalo)  entre duas medidas quaisquer da escala.

As operações permitidas neste nível de escala são em geral, a soma e a subtração, jamais a divisão e a multiplicação. Se numa cidade A, num certo dia de verão,  a temperatura está a 
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, e em outra cidade B, neste mesmo dia a temperatura é de 
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, isto não quer dizer que a temperatura em A é o dobro da de B (
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Se João e José obtiverem os escores 80 e 120 num teste de Q.I. não se pode afirmar que José é 1,5 vezes mais inteligente que João. 
2.4 - Escala de Razão (ou Racional)

É a mais comumente usada e é utilizada para medidas de : peso, altura, rendimentos, etc... A escala de razão leva em conta a ordem, o intervalo e a razão entre duas medidas. Se uma medida m  é três vezes maior que n, estas medidas estão numa escala de razão.

Nesta escala o 0 (zero) é absoluto, ou seja é zero mesmo, e, por isso todas as operações aritméticas tem sentido. 
3. Testes não paramétricos associados a uma amostra. 
3.1 - Teste Binomial.        (pequenas amostras)
O teste binomial é aplicado a populações cujos elementos possuem dois atributos de interesse (dados dicotômicos), como por exemplo: masculino  e feminino; fértil e não fértil; casado ou não casado; peça defeituosa ou não defeituosa, etc.... O teste é usado para testar a proporção p de um dos  atributos da população em estudo. 
Amostra:: 
Os dados tem origem em uma amostra 
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 de uma variável aleatória X com distribuição de Bernoulli (p), onde x = 1 se o elemento da população possui o atributo A, com probabilidade p,  e x = 0,  em caso contrário.
Hipóteses:
Fixado um nível de significância (, as hipóteses sobre o parâmetro p, são estabelecidas de três formas a seguir:
1.
Teste bilateral
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2.
Teste unilateral superior
.
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3.
Teste unilateral inferior
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Estatística de teste:
Visto que o interesse é testar o parâmetro p (probabilidade de ocorrência do atributo A),  definiremos a estatística de teste como sendo o número T de vezes, que o atributo A ocorreu nas n realizações da amostra, ou seja,  
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que tem distribuição Binomial de parâmetros n e p.
Região Crítica R e Critério de Decisão:
1. A região crítica do teste bilateral é constituída por dois intervalos extremos da distribuição binomial  T,  sob a hipótese nula, ou seja, T é Binomial 
[image: image9.wmf](

)

0

n,p

. Como pequenos e grandes valores de T indicam que 
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 é falsa, a região de rejeição do teste é do tipo 
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Por ser a distribuição do tipo discreto, em geral, não conseguiremos definir valores de ( usualmente utilizados, como 0,01 , 0,05, 0,10, etc.. . O ideal é que os valores de 
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 sejam aproximadamente iguais, e sua soma  aproximadamente igual a 
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Indicando  por 
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 o valor observado  da variável aleatória T, a hipótese 
[image: image16.wmf]0

H

 será rejeitada se  
[image: image17.wmf](

)

(

)

12

TtouTt

**

£³

.
2. Com relação ao conjunto de hipóteses 2, grandes valores de T indicam que a hipótese  nula é falsa. Assim, 
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 será rejeitada a um nível de significância  (  (ou aproximadamente igual a (,  se o valor observado 
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3. Analogamente, com relação ao conjunto de hipóteses 3, pequenos valores de T indicam que a hipótese  nula é falsa. Assim, 
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 será rejeitada a um nível de significância  (  (ou aproximadamente igual a () se o valor observado 
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[image: image25.wmf](

)

PTt.

£@a


Exemplo 3.1
Sabe-se que 20% de uma certa espécime de inseto exibem uma particular característica A. Dezoito insetos desta espécie foram estudados em uma usual experiência e nenhum deles apresentou a característica A . É razoável supor que os insetos observados têm origem na população de insetos com 20% de incidência da característica A? 

Trata-se de um teste bilateral com hipóteses:
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Sob a hipótese 
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, a variável aleatória T tem distribuição Binomial (18;0,20). 

Consultando a tabela da distribuição Binomial, verificamos  que 
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. As probabilidades escolhidas são aproximadamente iguais (pelo menos com a precisão de 3 casas decimais) e a soma de ambas é aproximadamente igual a 0,03.

A região de rejeição é o conjunto  
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, rejeitamos a hipótese nula a um nível de significância 
[image: image33.wmf]0,03.

a@

  

3.2 - Teste Binomial.        (grandes amostras)

Se 
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, que tem distribuição Binomial de parâmetros n e p, e se n é suficientemente grande, usaremos a aproximação normal para a binomial, isto é, assumiremos que  T é assintoticamente normal com média np e variância np(1-p).
Para testar a hipótese 
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, a um nível de confiança 
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, a região crítica do teste, segundo Neyman-Pearson, é obtida como segue:
Como T é 
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onde 
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Sob a hipótese 
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,  substituímos p por 
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Daí, relembrando a relação entre intervalos de confiança e testes de hipóteses, a região crítica do teste é 
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As regiões críticas relativas aos testes unilaterais inferior e superior são obtidas facilmente adotando o mesmo procedimento. 
Exemplo 3.2
A proporção de circuitos integrados defeituosos fabricados em um processo industrial está sendo estudada. Uma amostra aleatória de 300 circuitos revelou 13 defeituosos. Use os dados para testar 
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Use ( = 0,05 e calcule o p-valor do teste.
Solução:  
Como n = 300 é suficientemente grande, usaremos a estatística 
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, e  a região crítica do teste é : 
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 Sob a hipótese nula, isto é,  fazendo-se 
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Como 
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, não rejeitaremos 
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, a um nível de significância de ( = 0,05.
A estatística Z  assumiu o valor 
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Logo, p-valor = 
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, confirmando portanto a decisão, pois grandes valores para p-valor sugerem   
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 verdadeira.
4. Testes não paramétricos associados a duas amostras.

4.1 - Teste do sinal.

Consideremos uma amostra de tamanho n´ da variável aleatória  bidimensional (X,Y), onde X e Y são variáveis aleatórias independentes. A cada par 
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, i = 1,2,...,n´, associaremos o sinal "+" se 
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 e o sinal "-" se 
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 o par será desprezado. Após esta classificação faremos n = (n´- 
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 de pares desprezados).

O teste do sinal tem utilidade na comparação de medidas de posição de duas populações. Um teste mais poderoso que este será apresentado adiante no estudo de testes não paramétricos baseados em estatísticas de ordem.

1. Teste bilateral.

A hipótese nula a ser testada tem três significados equivalentes:
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: "a mediana de X é igual à de Y" 

As hipóteses  alternativas respectivas,  são obviamente,
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: "as medianas de X e Y são diferentes"

Estatística de teste:

Após a eliminação dos pares 
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, i = 1,2,...,n´, seja T a estatística que assume o numero de sinais de "+" observados. Seja ainda n o total de sinais de "+" e de "-". Sob a hipótese nula a estatística T tem distribuição Binomial de parâmetros n e 1/2.

1. Teste bilateral.

Se n é pequeno, consideraremos  a variável aleatória T, binomial de  parâmetros  n e

p = 1/2. Fixado o nível de significância  (, vamos buscar na tabela de T, binomial de parâmetros n e 1/2,  um valor   
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. A região crítica do teste é constituída pelos valores de T menores ou iguais a t ou maiores ou iguais a n-t, ou seja,  rejeitaremos a hipótese nula  se 
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Para suficientemente grande, a  variável aleatória T é assintoticamente normal de parâmetros 
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Fixado o nível de significância (, o ponto t é calculado facilmente, 
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De forma que,
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Analogamente, rejeitaremos 
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2. Teste unilateral inferior.

Mencionaremos apenas as hipóteses referentes ao teste sobre mediana. As outras proposições ficam por conta do leitor.
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: "a mediana de X é maior ou igual à mediana de Y"
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: "a mediana de X é menor que a de Y"

Grandes valores de T sugerem que o sinal "+" é mais provável, como estabelecido em 
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[image: image91.wmf](

)

PTt

£=a

. Rejeitaremos portanto a hipótese nula se 
[image: image92.wmf](

)

Tnt

*

³-

.

Para suficientemente grande, a  variável aleatória T é assintoticamente normal de parâmetros n e 1/2, e 
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3. Teste unilateral superior.

Mencionaremos apenas as hipóteses referentes ao teste sobre mediana. As outras proposições ficam por conta do estudante.
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: "a mediana de X é menor ou igual à mediana de Y"
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: "a mediana de X é maior que a de Y"

Pequenos valores de T sugerem que o sinal "-" é mais provável, como estabelecido em 
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. Assim, uma vez fixado o nível de significância (, a região crítica corresponde aos valores de T menores ou iguais a t, onde 
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Para suficientemente grande, a  variável aleatória T é assintoticamente normal de parâmetros n e 1/2, e 
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 será rejeitada se 
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Exemplo 4.1 

Um engenheiro mecânico está investigando dois tipos A e B,  de  sistemas de injeção eletrônica de combustível,  para avaliar se eles diferem quanto ao rendimento do carro. O sistema A foi instalado em doze diferentes carros e após isso,  os mesmos 12 carros foram  testados com o sistema B. O resultado da experiência está na tabela que segue:

	Carro
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	Sinal

	1
	17,6
	16,8
	-

	2
	19,4
	20,0
	+

	3
	19,5
	18,2
	-

	4
	17,1
	16,4
	-

	5
	15,3
	16,0
	+

	6
	15,9
	15,4
	-

	7
	16,3
	16,5
	+

	8
	18,4
	18,0
	-

	9
	17,3
	16,4
	-

	10
	19,1
	20,1
	+

	11
	17,8
	16,7
	-

	12
	18,2
	17,9
	-


Vamos testar a hipótese de igualdade das medianas a um nível de significância ( = 0,04.

A hipóteses são:
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Como n é pequeno, consideraremos a variável aleatória T, binomial de parâmetros 12 e p = 1/2. Fixado o nível de significância  ( = 0,04, verificamos na tabela  de T, que t = 2,   pois 
[image: image107.wmf](

)

PT20,01930,02

£=@

. 

Assim, a região crítica do teste é 
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, não podemos rejeitar a hipótese  nula de que as medianas de X e Y são as mesmas. 

Exemplo 4.2 

Duas fórmulas de tinta A e B  podem ser aplicadas em chapas de alumínio. Uma das considerações importantes no processo de pintura é o tempo de secagem da superfície. Vinte placas foram selecionadas e os dois tipos de tinta foram aplicadas,  uma em cada metade das placas, e os tempos de secagem  foram registrados no quadro abaixo.

	Placa
	Tinta A
	Tinta B
	Sinal 
	
	Placa
	Tinta A
	Tinta B
	Sinal

	1
	1,6
	1,8
	+
	
	11
	1,9
	2,0
	+

	2
	1,3
	1,5
	+
	
	12
	1,8
	1,9
	+

	3
	1,5
	1,5
	*
	
	13
	1,7
	1,5
	-

	4
	1,6
	1,7
	+
	
	14
	1,5
	1,7
	+

	5
	1,7
	1,6
	-
	
	15
	1,6
	1,6
	*

	6
	1,9
	2,0
	+
	
	16
	1,4
	1,2
	-

	7
	1,8
	2,1
	+
	
	17
	1,3
	1,6
	+

	8
	1,6
	1,7
	+
	
	18
	1,6
	1,8
	+

	9
	1,4
	1,6
	+
	
	19
	1,5
	1,6
	+

	10
	1,8
	1,9
	+
	
	20
	1,8
	2,0
	+


 (*) observação desprezada

a) Use ( = 0,02 para verificar se  é evidente que a tinta A (X)  tem um tempo de secagem menor que a tinta B (Y).

b) Use a aproximação normal para testar se as tintas têm o mesmo tempo de secagem. Comente os resultados de a e b combinados.

Item a.
Desejamos testar
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: "a mediana de X é maior ou igual à mediana de Y"
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: "a mediana de X é menor que a de Y"

A tabela da Binomial de parâmetros n = 18 e p = 1/2, nos fornece 
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 e aceitamos a hipótese de que a mediana de X é menor que a de Y. 

Item b.

Desejamos testar
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: "a mediana de X é igual à mediana de Y"
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: "as medianas de X e Y são diferentes"

Supondo que a variável aleatória T é assintoticamente normal de parâmetros n e 1/2,  
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 será rejeitada se 
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 Como 
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, não podemos aceitar 
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Conclui-se daí que não podemos aceitar a hipótese de igualdade entre as performances das duas tintas. A evidência é que a tinta A tem um tempo menor de secagem.

Exemplo 4.3  (W.J.Conover,pág. 124)

Um produto A é fabricado segundo um certo processo. O produto B,  similar,  tem a mesma utilidade do produto A, mas é fabricado segundo um novo processo. O fabricante deseja saber se o consumidor prefere B a A, e, para isto, selecionou uma amostra de 10 consumidores e a eles ofereceu os dois produtos para avaliação. Ao fim de um certo período de tempo, os consumidores relataram suas preferências: 8 responderam que preferem B a A, um que prefere A a B e um registrou indiferença. 

Solução: 

O teste do sinal pode ser adaptado para testar as hipóteses,
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onde o sinal de "+"  representa o evento "o produto B é preferido a A" e o sinal de "-" representa o evento "o produto A é preferido a B". Sentencialmente a hipótese 
[image: image125.wmf]0
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 quer dizer que o "o produto B não tende a ser preferido ao produto A", enquanto que 
[image: image126.wmf]1
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 significa que " o produto B tende a ser preferido ao produto A".

A estatística de teste é a variável aleatória T, número de sinais "+", ou seja, o número de consumidores que preferem B a  A .

Visto que  houve um "empate" , ou seja, uma das observações não registra "+" nem "-", o tamanho da amostra é igual a n = 9. A um nível de significância aproximadamente igual a ( = 0,05, consultando a tabela da variável aleatória binomial de parâmetros 9 e 1/2,  temos que t = 2, pois 
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A região crítica corresponde aos valores de T maiores ou igual a 
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, isto é 
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, isto é, o produto B tende a ser preferido ao produto A.

4.2   -  Teste do Sinal para Observações Pareadas

O teste de Wilcoxon - Soma das Ordens (que será apresentado em 6.1)  consiste no estudo de N elementos disponíveis para observação, sendo estes divididos em 2 grupos a saber: n elementos no grupo de tratamento e m elementos no grupo de controle. A suposição básica da distribuição nula da estatística de teste é que os N elementos tenham a mesma condição inicial em  relação ao objetivo a ser atingido pelo tratamento.

Este tipo de comparação é provavelmente ineficiente se os N elementos não constituem um grupo homogêneo, podendo observações altamente variáveis entre os N elementos, mascarar  diferenças que possam existir entre os tratamentos.

Em tais casos a eficiência da comparação pode ser “melhorada” se dividirmos os N elementos em subgrupos homogêneos e comparando as observações de tratamento e controle dentro de cada subgrupo.

Quanto menor o número de elementos em cada subgrupo, maior a possibilidade de se conseguir  homogeneidade entre os elementos, e , particularmente, isto se verifica com relativo sucesso  quando dividimos os N elementos em subgrupos homogêneos de 2 elementos.

Um exemplo óbvio é proporcionado pelo estudo de gêmeos, onde cada subgrupo consiste em um par de gêmeos. Em outras situações, os dois olhos ou as duas mãos de uma mesma pessoa constitui um natural subgrupo.

Algumas vezes o elemento disponível pode servir como seu próprio controle, como por exemplo num teste de sabor no qual dois produtos são experimentados pelo mesmo elemento e este atribui um grau a cada produto. Outro exemplo seria a comparação entre dois equipamentos de computação, quanto a velocidade com que um elemento realiza o mesmo cálculo em cada tipo de máquina.

A divisão de N elementos em subgrupos homogêneos de tamanho 2 não está restrita a situações nas quais existe um par natural definido, mas também através de uma  cuidadosa combinação de elementos disponíveis. Por exemplo, pacientes podem ser “pareados” de acordo com o sexo, idade, severidade da doença. Comunidades podem agrupadas segundo a localização geográfica,  número de habitantes, condição urbano-rural, etc...

Suponha que N pares estejam disponíveis para uma comparação “pareada” e que dentro de cada par, um elemento é selecionado aleatoriamente para receber o tratamento enquanto o outro elemento servirá de “controle para comparação”. Assim a probabilidade de um elemento do par receber tratamento é igual a 1/2. Se o elemento serve como seu próprio controle, a ordem de aplicação do tratamento é que deve ser ao acaso.

O modelo assim formulado é chamado Teste de Observações Pareadas e um simples estatística de teste para a  hipótese




H0 : “não há efeito no tratamento”

é a variável aleatória  SN: número  de pares nos quais o elemento “tratado” obteve uma resposta maior do que o elemento “controle”.  A variável SN é, no caso, o número de diferenças positivas entre os escores dos  “tratados” e dos “controles”. A hipótese H0 será rejeitada quando SN assumir um valor suficientemente alto.

A estatística SN  depende das respostas dos N pares de elementos somente em função das diferenças observadas entre os escores de tratados e de controle. O teste em questão é conhecido como Teste do Sinal, pois o que importa é o número de diferenças positivas entre as respostas de controle e tratados. 

Cada um dos N pares consiste numa prova de Bernoulli com probabilidade de sucesso 1/2 (tratado ter maior reposta) e de fracasso 1/2 (controle ter maior resposta), e , supondo que as seleções dentro dos pares são independentes entre os pares, a variável aleatória SN tem distribuição Binomial com média 
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 e variância 
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Obs: Em caso de observações empatadas, elas são desprezadas e  a estatística 

 tem a mesma distribuição, ou seja Binomial, mas de média 

 , onde 

 é o número de observações distintas.

Sob a hipótese H0  a distribuição de SN é então;




[image: image134.wmf](

)

HN

N

N

1

PSa      a=0,1,......,N

a

2

æö

==

ç÷

èø






(7.1)


A Tabela T5 apresenta as probabilidades 
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. Para valores altos de a, as probabilidades podem ser obtidas através da tabela, usando o fato de que a distribuição é simétrica em torno de N/2, tendo em vista que p = 1/2..

Exemplo 4.4

Para testar e eficiência de um novo remédio para dor de cabeça, a cada um de 15 pacientes com este problema, foram fornecidos dois frascos com igual  número de  pílulas: um contendo o novo remédio e o outro com o remédio “atual”. Os frascos foram rotulados ao acaso com as letras A e B e cada paciente ignora qual dos frascos contém o novo remédio. Os 15 pacientes foram orientados para ingerir uma das pílulas a cada crise, alternando os frascos A e B e ao final cada um relatou qual das pílulas ( A ou B) tinha sido mais eficiente.

As hipóteses a serem testadas são:
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: “não há diferença entre os tratamentos”
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: “ há diferença entre os tratamentos”

Suponha que 10 dos pacientes indicaram o frasco que continha a nova droga como o remédio mais eficiente. O 
[image: image138.wmf]$

p

-valor deste resultado, obtido através da Tabela T5 é:
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Para N suficientemente alto a distribuição de SN é assintoticamente normal de parâmetros
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Usando a correção de continuidade,
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que é uma aproximação satisfatória para o valor exato obtido pela Tabela T5.

4.3 - Teste de McNemar.   (significância das trocas)

Trata-se de uma variação do teste do sinal. No teste do sinal, aplicamos a uma série de pares 
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 uma redução que o transforma em um simples "valor" simbólico que é o sinal. No teste do sinal as diferenças 
[image: image145.wmf]ii
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 são analisadas como se estivéssemos analisando uma série de valores para verificar se positivos valores são mais freqüentes que os negativos. 

Suponha agora que temos uma amostra de uma variável aleatória bidimensional onde os dados não estão na escala de razão e sim na escala nominal com duas categorias, chamadas estados do "sistema" . Fixemos que as variáveis X e Y assumem dois estados possíveis, os quais indicaremos por "0" ou por "1".  

Estaremos interessados em investigar se existe diferença entre as probabilidades dos pares (0,1) e (1,0). Este problema aparece quando a variável X representa o estado do sistema antes de algum procedimento,  e a variável  Y representa o estado do sistema após a aplicação do tal procedimento.

O teste de McNemar tem grande   utilidade quando desejamos testar se há significância nas mudanças ocorridas em uma população quando a submetemos a algum procedimento. Para cada elemento i da população registramos o valor de 
[image: image146.wmf]i

X

, chamado estado do sistema "antes" , e, após a aplicação do procedimento a cada elemento i da população, registramos o valor de 
[image: image147.wmf]i

Y

, chamado estado do sistema "após". 

Se por exemplo, ao elemento i associamos o par (0,1), dizemos que o sistema passou do estado "0" para o estado "1" após a experiência. Definição análoga fazemos para o par (1,0). Se ocorreram os pares (0,0) ou (1,1) dizemos que o sistema se manteve no mesmo estado após a experiência. Obviamente que nos dois primeiros casos estamos dizemos que ocorreram mudanças  (ou trocas) no sistema, enquanto que nos dois últimos casos não ocorreram mudanças (houve empate!). 

Amostra e sua representação.

Os dados  tem origem em uma amostra de tamanho n´ de uma variável aleatória bidimensional (X,Y). As variáveis X e Y são independentes e mensuradas em  escala nominal com duas classificações simbólicas "0" e "1", sendo portanto o  espaço amostra constituído pelos pares (0,0), (0,1), (1,0) e (1,1). 

Tradicionalmente, no teste de McNemar,  os dados são sintetizados em uma tabela de contingência  do tipo

	Classificação 
	Y = 0
	Y = 1

	X = 0
	                     a
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	X = 1
	                     c
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As hipóteses a serem testadas são:
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: "não houve mudanças no sistema após o procedimento"
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: "houve mudanças no sistema após o procedimento" 
(4.2.1)

Estas hipóteses sentenciais são equivalentes a:
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(4.2.2)

Tais hipóteses podem ser escritas de outra forma, se somarmos 
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 a ambos os membros das equações em (4.2.2), 
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(4.2.3)

Se somarmos 
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 a ambos os membros das equações em (4.2.2), obtemos uma terceira forma de apresentar as hipóteses 
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 e 
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,
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(4.2.4)

As hipóteses formuladas conforme (4.2.3) e (4.2.4) são mais interessantes para entender as hipóteses sentenciais formuladas em (4.2.1). A hipótese 
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 em (4.2.3) sugere que a probabilidade de não haver mudanças é igual a zero, isto é, 
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Em quaisquer dos conjuntos de hipóteses apresentados, a rejeição de 
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 evidencia que a mudança no sistema, após a aplicação do procedimento  é significativa.

Estatística de teste e regiões críticas.

O teste de McNemar  é,   como dissemos,  uma variação do teste do sinal, onde ao par (0,1) associamos o sinal de "+" e ao par (1,0) o de "-". Os pares (0,0) e (1,1) são chamados de "empates" e serão desprezados ao calcularmos os valores observados das estatísticas de teste. Desta forma que as hipóteses do teste de McNemar, são equivalentes às do teste do sinal bilateral,  propostas da seguinte maneira:
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a) Se n = b + c ( 20, a estatística de teste é 
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, ou seja,  
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 é o número de sinais de "+"  observados e a região crítica do teste nestas condições é a mesma do teste de sinal bilateral. Fixado um nível de significância (, buscamos na tabela da binomial de parâmetros n e p = 1/2 valor t, tal que 
[image: image172.wmf](

)

2

PTt

2

a

£@

.  Rejeitaremos 
[image: image173.wmf]0

H

 se 
[image: image174.wmf]22

TtouTnt

£³-

, a um nível de significância aproximadamente igual a (. Em caso contrário aceitamos 
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b) Se n = b + c > 20, usaremos a estatística 
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 , construída a partir da proposta de aproximação da Binomial de parâmetros n e 1/2  pela distribuição normal. Se 
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 é uma variável aleatória binomial com média 
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  é aproximadamente N(0,1).

Como n = b + c, obtemos que 
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 . Por outro lado, 
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 tem distribuição aproximadamente igual à da qui-quadrado com 1 grau de liberdade .

Assim, fixado o nível de significância (, rejeitaremos 
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Exemplo 4.5  (W.J.Conover,pág. 128)

Antes de um debate entre dois candidatos a presidente dos EUA,  transmitido por uma rede de televisão nacional, 100 pessoas foram inquiridas sobre suas intenções de voto. Oitenta e quatro se disseram favoráveis ao partido Democrata, enquanto 16 optaram pelo partido Republicano. As mesmas 100 pessoas foram mais uma vez entrevistadas para expressarem suas preferências novamente. Um quarto pessoas que inicialmente eram favoráveis ao partido Democrata mudaram de idéia. O mesmo aconteceu com as pessoas que inicialmente optaram pelo partido Republicano. A tabela de contingência abaixo, sintetiza as opiniões antes e depois do debate.

	
	
	Depois
	

	
	
	Dem.
	Rep.
	Total

	Antes
	Dem.
	63
	21
	84

	
	Rep.
	4
	12
	16

	
	Total
	67
	33
	100


Aplicaremos  McNemar para testar as hipóteses,
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: "a opinião das 100 pessoas não foi alterada pelo debate"
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: "houve mudanças na proporção de pessoas favoráveis ao partido Democrata" 

À i-ésima pessoa entrevistada associamos o par 
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. Se a i-ésima pessoa se declarou Democrata registramos que 
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 assumiu o valor 0, e, se a pessoa se declarou Republicano registramos que 
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 assumiu o valor 1. O mesmo raciocínio adotamos para 
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Como b + c = 25, usaremos a estatística 
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. Fixado ( = 0,05, a região crítica do teste é 
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 O valor observado da estatística de teste é igual a  
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 Como 
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 rejeitamos a hipótese nula, ou seja rejeitamos a hipótese de que não houve mudanças nas opiniões da população após a realização do debate na televisão.

Exemplo 4.6  (Uma variação do teste de  McNemar)

Suponha que desejamos testar se duas questões 1 e 2 de um exame, têm igual dificuldade. Oitenta estudantes fazem o exame. Vinte deles erram as duas questões, enquanto que  25 acertam ambas as questões. Entre os restantes, 12 acertam a questão 1, mas erram a questão 2, enquanto que 23 acertam a questão 2, mas erram a questão 1. O quadro abaixo sintetiza os resultados.

	
	
	Questão 2
	

	
	
	acertam
	erram
	

	Questão 1
	acertam
	25(a)
	12(b)
	37

	
	erram
	23(c)
	20(d)
	43

	
	
	48
	32
	80


Solução:

O teste de McNemar pode ser adaptado para testar se as questões 1 e 2 tem igual dificuldade para os 80 estudantes. Embora não exista uma situação "antes e depois da aplicação de algum procedimento à população", podemos associar a cada elemento i da população,  um par 
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, i = 1,2,...,80, com as seguintes propriedades: a variável 
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 assume os valores 0 ou 1 conforme o i-ésimo elemento da população tenha errado ou acertado a questão 1 e a variável 
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 assume os valores 0 ou 1 conforme o i-ésimo elemento da população tenha errado ou acertado a questão 2.

Exemplificando,  os quatro pares possíveis de valores têm o seguinte significado:

	Par
	Evento: "o estudante...

	(0,0)
	... errou a 
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 questões"

	(0,1)
	... errou a 
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  e  acertou a 
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 questão"

	(1,0)
	... acertou a 
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  e  errou a 
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 questão"

	(1,1)
	... acertou a 
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Os pares  (0,0) ou (1,1) não traduzem dificuldade comparativa entre as duas questões. O par (0,0) implica que o estudante ignora a solução de ambas as questões e o par (1,1) implica que o estudante sabe a solução das duas questões. 

Os pares (0,1) e (1,0) indicam que o estudante ignora e sabe a solução e sabe e ignora a solução das questões 1 e 2, respectivamente.

Se aos  pares (0,1) e (1,0) associarmos os sinais de "+" e de "-", respectivamente, podemos aplicar o teste do sinal, sob a forma de McNemar,  para testar a hipótese
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: "as questões 1 e 2 apresentam o mesmo grau de dificuldade".

Como b + c = 35, usaremos a estatística de teste 
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, cujo valor observado,  segundo a tabela de contingência,  resultou em 
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A um nível de significância de ( = 0,05, a região de rejeição do teste  é  
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,  e portanto,  não rejeitamos a hipótese nula, já que 
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4.4 - O teste de sinal aplicado a distribuições do tipo  contínuo.
Visto que a distribuição normal tem função de densidade simétrica, a média é igual a mediana. Portanto,  o teste do sinal pode ser usado para testar hipóteses sobre a média ( de uma população X com distribuição normal. Este problema é resolvido na inferência paramétrica através do teste T de Student, quando desconhecemos a variância da população.

Ressaltamos que o teste T de Student é  adequado para amostras de populações normais,  enquanto que o teste do sinal é apropriado para qualquer distribuição do tipo contínuo, por ser um teste não paramétrico, isto é, um teste aplicável em amostras com origem em distribuição livre!   

Seja 
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 uma amostra de uma variável aleatória X com mediana 
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, e consideremos as hipóteses:
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Sejam as variáveis 
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, i = 1,2,...,n. Se a hipótese nula é verdadeira cada diferença 
[image: image216.wmf]i
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 é positiva ou negativa com igual probabilidade igual a 0,5.

A estatística de teste apropriada para testar 
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 é a variável aleatória T, número de diferenças 
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 positivas,  observadas na amostra. A variável aleatória T tem distribuição binomial de parâmetros n e 1/2, e as regiões de rejeição são aquelas definidas no teste binomial usado para testar mediana de X . No caso das hipóteses acima, rejeitaremos 
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, a um nível de significância (, se  
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Exemplo 4.7  

Os motores de propulsão de um foguete usam a mistura de um combustível de ignição e um combustível de sustentação. A eficácia da ligação química entre os dois propulsores é uma importante característica medida em psi. Vinte motores foram testados e os resultados estão mostrados na tabela abaixo. Desejamos testar a um nível de significância ( = 0,05, se a mediana da característica em questão é igual a 2000 psi.

	Eficácia da ligação química em psi
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	sinal

	1
	2158,70
	158,70
	+
	
	11
	2165,20
	165,20
	+

	2
	1678,15
	-321,85
	-
	
	12
	2399,55
	399,55
	+

	3
	2316,00
	316,00
	+
	
	13
	1779,80
	-220,20
	-

	4
	2061,30
	61,30
	+
	
	14
	2336,75
	336,75
	+

	5
	2207,50
	207,50
	+
	
	15
	1765,30
	-234,70
	-

	6
	1708,30
	-291,70
	-
	
	16
	2053,50
	53,50
	+

	7
	1784,70
	-215,30
	-
	
	17
	2414,40
	414,40
	+

	8
	2575,10
	575,10
	+
	
	18
	2200,50
	200,50
	+

	9
	2357,90
	357,90
	+
	
	19
	2654,20
	654,20
	+

	10
	2256,70
	256,70
	+
	
	20
	1753,70
	-246,30
	-


O valor observado da estatística de teste é 
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. Para testar 
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 , usaremos o teste de significância e rejeitaremos a hipótese nula se o p-valor 
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. Como p-valor=0,11 não é menor ou igual a  ( = 0,05, não podemos rejeitar a hipótese nula.

Em outras palavras, o número de sinais de "+"  não é suficientemente grande para indicar que a mediana de X é diferente de 2000 psi, a um nível de significância a = 0,05. 

4.6 - Teste de Cox & Stuart  (Teste de tendência, variação do teste do sinal)
Consideremos uma amostra 
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A partir desta amostra definiremos os pares de variáveis aleatórias bidimensionais  
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 seja par ou ímpar, respectivamente. 

Por exemplo, numa amostra do tipo 
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, c = 4, e  os pares de variáveis aleatórias a serem consideradas são:  
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Se a amostra é do tipo 
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, c = 5, e os pares a serem analisados são  
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. Neste caso, quando 
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 é ímpar, o termo central da amostra, 
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 é descartado. 

Após a redução da amostra original à amostra de pares, atribuiremos a cada par o sinal de "+" ou o de "-", conforme 
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  ou   
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. Se 
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 , o par é descartado, e ao número de pares sinalizados  chamaremos de n.

Supostamente, as variáveis aleatórias 
[image: image242.wmf]X

i

 i = 1,2,...,n são identicamente distribuídas ou existe uma tendência dos últimos valores observados serem maiores que os primeiros ou vice versa. Diante disto, os seguintes conjuntos de hipóteses são adaptáveis aquelas do teste do sinal.

1. Teste bilateral
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estas hipóteses são equivalentes a
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: "não existe tendência na série de valores 
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, i = 1,2,..,n
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: "há uma tendência positiva ou há uma tendência negativa"  

2. Teste unilateral superior 
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estas hipóteses são equivalentes a 
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: "não existe uma tendência positiva" 
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: "existe uma tendência positiva" 

3. Teste unilateral inferior 
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estas hipóteses são equivalentes a 
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: "não existe uma tendência negativa" 
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: "existe uma tendência negativa"

Estatística de teste e região crítica.
A estatística de teste é a variável aleatória T, número de sinais de "+" observados na amostra reduzida 
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, ou seja T é o número de pares tais que  
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. As regiões críticas dos três conjuntos de hipóteses são aquelas do teste do sinal. 

Exemplo 4.8  (Conover, 131)

O total anual de precipitação pluviométrica foi registrado durante 19 anos em um certa região. Estes registros serão examinados com o objetivo de  verificar se a quantidade de precipitação tende a crescer ou decrescer.  

As quantidades de precipitação em polegadas são:

	45,25
	45,83
	41,77
	36,26
	45,37
	52,25
	35,37
	57,16
	35,37
	58,32

	41,05
	33,72
	45,73
	37,90
	41,72
	36,07
	49,83
	36,24
	39,90
	

	-
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	-
	+
	


As hipóteses a serem testadas são:
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: "há uma tendência positiva ou há uma tendência negativa"  

Como 
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, o termo central igual a 58,32 será omitido, e as comparações 

 produzem 
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.  A variável aleatória T tem distribuição binomial de parâmetros  n = 9 e  p = 0,5 sendo 
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De forma que,  a um nível de significância de  
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 a região de rejeição da hipótese nula é : 
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Exemplo 4.8

A corretora ABC,  registrou durante os últimos 20 dias o valor em R$10 mil,  das aplicações de seus clientes nas ações da companhia GJK, que possivelmente será vendida a um grupo estrangeiro nos próximos meses. As estatísticas levantadas estão na tabela abaixo:

	i
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	Sinal

	1
	11,05
	
	11
	28,03
	
	+

	2
	18,23
	
	12
	26,67
	
	+

	3
	24,78
	
	13
	22,35
	
	-

	4
	25,67
	
	14
	29,42
	
	+

	5
	31,53
	
	15
	32,75
	
	+

	6
	27,96
	
	16
	39,75
	
	+

	7
	22,76
	
	17
	31,20
	
	+

	8
	25,63
	
	18
	23,54
	
	-

	9
	28,05
	
	19
	26,91
	
	-

	10
	32,16
	
	20
	30,87
	
	-


Use o teste de Cox-Stuart para verificar se há uma tendência crescente na procura das ações da GJK por parte dos clientes de ABC. 

Solução:

As hipóteses a serem testadas são:
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: "não existe uma tendência positiva" 
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: "existe uma tendência positiva" 

No levantamento de dados vê-se que 
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, e, portanto, consultando a tabela da Binomial de parâmetros n = 10 e p = 0,5,  verificamos que a região de rejeição do teste associada a um nível 
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 é 
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Assim não podemos rejeitar 
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 já que 
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O teste do sinal, como uma variação do teste binomial com p = 0,5,  pode ser aplicado a inúmeras situações  quando adaptamos uma hipótese estatística,  relacionando-a a dois atributos inerentes da população em estudo. 

Uma interessante aplicação do teste do sinal é usada como um método simples para detectar correlação entre duas variáveis X e Y. Dada uma amostra bidimensional (X,Y), se altos valores de X correspondem a altos valores de Y, dizemos que existe uma correlação positiva entre X e Y. Se, ao contrário,  grandes valores de X correspondem a pequenos valores de Y, a correlação é negativa. Se as comparações de grandes valores de X com grandes ou  pequenos valores de Y, não tem um regularidade estatística, então as variáveis X e Y são ditas não correlacionadas.

O teste de correlação como variação do teste de Cox-Stuart consiste em ordenar crescentemente os pares 
[image: image275.wmf](
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, segundo uma das variáveis. Se existe correlação entre entre X e Y a variável não ordenada crescentemente exibirá uma tendência crescente se a correlação é positiva e decrescente se a correlação é negativa. O teste de Cox-Stuart é aplicado na seqüência de valores da variável não ordenada.       

Exemplo 4.9 (Conover, 133)

Cochran (1937) comparou as reações de 10 pacientes submetidos à aplicação de 2 medicamentos A e B, para verificar se existe correlação positiva entre as reações de cada paciente.

	Amostra original 
	
	Ordenada por 
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	1
	+0,7
	+1,9
	
	2
	-1,6
	+0,8

	2
	-1,6
	+0,8
	
	4
	-1,2
	+0,1

	3
	-0,2
	+1,1
	
	3
	-0,2
	+1,1

	4
	-1,2
	+0,1
	
	5
	-0,1
	-0,1

	5
	-0,1
	-0,1
	
	9
	0,0
	+4,6

	6
	+3,4
	+4,4
	
	1
	+0,7
	+1,9

	7
	+3,7
	+5,5
	
	8
	+0,8
	+1,6

	8
	+0,8
	+1,6
	
	10
	+2,0
	+3,4

	9
	0,0
	+4,6
	
	6
	+3,4
	+4,4

	10
	+2,0
	+3,4
	
	7
	+3,7
	+5,5


Aplicando agora a técnica de Cox-Stuart à serie de valores 
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 da amostra ordenada, o resultado são os pares: (+0,8;+1,9),  (+0,1;+1,6), (+1,1;+3,4), (-0,1;+4,4) e (+4,6;+5,5).

As hipóteses a serem testadas são:
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: "não existe correlação positiva" 
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: "existe correlação positiva" 

Na realidade desejamos testar 
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, ou seja, a presença de correlação positiva entre as variáveis X e Y. O valor observado da estatística de teste é  
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 e assim rejeitamos 
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 a um nível de significância de
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, por exemplo. De forma que aceitamos a hipótese 
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 de que existe correlação positiva entre as reações dos dois medicamentos.    

Exemplo 4.10

A quantidade de libras (454 gramas) de vapor  usada por mês,  em uma indústria química é supostamente relacionada com a temperatura ambiente (em 
[image: image290.wmf]F

o

) naquele mês. Os dados do último ano estão na tabela abaixo:

	Mês
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	Libras
	
	Mês
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	Libras

	jan
	21
	185,79
	
	jul
	68
	621,55

	fev
	24
	214,47
	
	ago
	74
	675,06

	Mar
	32
	288,03
	
	set
	62
	562,03

	Abr
	47
	424.84
	
	out
	50
	452,93

	mai
	50
	454,58
	
	nov
	41
	369,95

	Jun
	59
	539,03
	
	dez
	30
	273,98


Teste a hipótese de que há correlação entre as variáveis energia de vapor  e temperatura.

As hipóteses a serem testadas são:
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: "não existe correlação entre as variáveis"
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: "existe correlação entre as variáveis"

Usaremos a mesma técnica do exercício anterior: no quadro abaixo cada valor de  temperatura está enumerada em ordem crescente, e a respectiva quantidade em libras de vapor o acompanha no par de valores.
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	Libras
	
	
[image: image296.wmf]F
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	Libras
	
	Sinal

	21
	185,79
	
	50
	454,58
	
	+

	24
	214,47
	
	50
	452,93
	
	+

	30
	273,98
	
	59
	539,03
	
	+

	32
	288,03
	
	62
	562,03
	
	+

	41
	369,95
	
	68
	621,55
	
	+

	47
	424,58
	
	74
	675,06
	
	+


O exercício tem caracter didático, pois uma análise superficial nos permite concluir que realmente a variável energia de vapor "cresce" quando a temperatura "cresce". O valor observado de T é igual a 6. Tendo T distribuição Binomial de parâmetros n = 6 e p = 0,5, temos que 
[image: image297.wmf](
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 o que indica que o teste é significante. Assim, não podemos aceitar a hipótese nula e aceitamos a hipótese de que existe correlação entre as variáveis temperatura e energia de vapor.  

5. A Distribuição Multinomial - Teste  Qui-Quadrado. 

Uma importante generalização da prova de Bernoulli (p), é a chamada prova multinomial. Uma prova de Bernoulli (p) pode produzir dois resultados possíveis: sucesso ou fracasso, sim ou não, feminino ou masculino, os números 0 ou 1, etc.... . Comumente denotamos por p e q (p+q=1) as probabilidades dos dois resultados possíveis. 

Uma prova é dita multinomial quando a experiência geradora produz 3 ou mais resultados. Se alguma classificação pode ser atribuída a um valor observado de uma experiência, então podemos definir para cada classificação possível uma respectiva probabilidade. 

As alturas de um grupo de pessoas podem ser classificadas em baixa, média ou alta, através de um critério de classificação.  Se deste grupo de pessoas,  selecionarmos aleatoriamente um elemento, temos definidas três probabilidades:



P(seleção de um elemento baixo) = 
[image: image298.wmf]
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P(seleção de um elemento médio) =   
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P(seleção de um elemento alto)     =   
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, 
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Se um dado é lançado temos k = 6 resultados possíveis e 
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Uma peça manufaturada pode ter defeito grave, defeito não grave ou ser não defeituosa. Neste caso temos  
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Portanto,  uma prova multinomial tem k diferentes resultados possíveis. Se k = 2  a prova é dita binomial, modelada pela distribuição de Bernoulli (p). No caso da Bernoulli, apenas um parâmetro é especificado, isto é, se p é uma das probabilidades da prova então (1-p) é a outra probabilidade. Numa prova multinomial, com k resultados possíveis, apenas (k-1) probabilidades são especificadas, tendo em vista que 
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Suponha agora que uma prova multinomial seja repetida n vezes, cada uma delas com os mesmos k resultados possíveis, e sejam 
[image: image307.wmf]12k

p,p,...,p

, suas respectivas probabilidades associadas. 

Denotemos por 
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, i = 1,2,...,n , a variável aleatória que se identifica ao resultado ocorrido na i-ésima prova. Se as n realizações são independentes, o resultado final das n provas é então uma variável aleatória n-dimensional 
[image: image309.wmf](

)

12n

X,X,...,X

. 

Se 
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 é uma variável aleatória n-dimensional, sua função de probabilidade, representada por  
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 é  o produto de n probabilidades, sendo cada fator do produto uma das probabilidades 
[image: image312.wmf]12k

p,p,...,p

. 

Retomemos o exemplo de seleção de um elemento de um grupo de pessoas,  com o objetivo de classificá-lo quanto à sua altura. Suponha que as probabilidades dos atributos (k=3 resultados) sejam



P(alta) = 0,20            P(média) = 0,50          P(baixa) = 0,30

Suponha que n = 4 elementos sejam selecionados do grupo. Nestas condições o espaço amostra S, da experiência é constituído por 
[image: image313.wmf]4

3

 pontos 
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Porque supomos independência das provas, a probabilidade de cada  
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 é o produto de 4 probabilidades. Representando os resultados alta, média ou baixa, de cada prova,  por 1, 2 ou 3, respectivamente, teremos, por exemplo:
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Consideremos agora a variável aleatória 
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 que se identifica ao número de ocorrências do atributo j = 1,2,...,k, nas n provas. Obviamente 
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 O quadro abaixo mostra   algumas relações  entre as variáveis    
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 , j = 1,2,...,k para  o caso exemplificado,  quando k = 3 e n = 4.
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Para avaliar a probabilidade do evento 
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Logo,
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Se n = 10 elementos são selecionados do grupo, o modelo seria.
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Definição 5.1

Sejam n provas multinomiais com k resultados possíveis e respectivas probabilidades 
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 , j = 1,2,...,k. Se 
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j = 1,2,...,k, então a função de probabilidade do vetor 
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e nestas condições a vetor 
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É  interessante observar que se k = 2, a variável aleatória 
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Como 
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Prova-se facilmente que as distribuições marginais de 
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Teorema 5.1

Seja 
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 tem aproximadamente distribuição qui-quadrado com k-1 graus de liberdade, isto é,  
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Para n suficientemente grande a distribuição de cada 
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 é assintoticamente  N(0,1), e em conseqüência  
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 tem distribuição aproximadamente igual à da variável aleatória qui-quadrado com 1 grau de liberdade. 

Assim, para j = 1, representemos 
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Se 
[image: image364.wmf]2121

YnY   e   p1p

=-=-

, então 
[image: image365.wmf](

)

(

)

22

1122

YnpYnp

-=-

 e, assim,


[image: image366.wmf](

)

(

)

(

)

2

22

2

jj

1122

1

j1

12j

Ynp

YnpYnp

Q

npnpnp

=

-

--

=+=

å


tem distribuição qui-quadrado com 1 grau de liberdade. 

Consideremos  
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 tem distribuição aproximadamente igual à da variável aleatória qui-quadrado com k-1 graus de liberdade.

A maioria dos autores alerta para o fato de que tal aproximação pode ser utilizada,  com um n suficientemente grande,  mas de tal forma que 
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A aplicação do Teorema 5.1 é vasta. A variável aleatória 
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 é uma estatística adequada para hipóteses não paramétricas de independência,  homogeneidade e também de  aderência (ou adequabilidade de ajustamento) entre uma distribuição teórica e uma empírica. 

5.1 - Teste 
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Se a hipótese nula é verdadeira a variável aleatória 
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 tem distribuição aproximadamente igual à da variável aleatória qui-quadrado com k-1 graus de liberdade,  e  então,  
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Com esta intuição rejeitaremos a hipótese 
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Exemplo 5.1 

Um dos primeiros seis números inteiros é escolhido ao acaso. Assim, 
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, j = 1,2,..,6. Na realidade esta  experiência coincide com a do lançamento de um dado com o objetivo de se verificar o ponto obtido. Seja (=0,05 e vamos testar a hipótese de que a seleção aleatória é eficiente, ou seja, que o dado é perfeito. A hipótese nula é equivalente a 
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e a hipótese alternativa é simplesmente a negação de 
[image: image397.wmf]0

H

. Para realizar o teste, a experiência foi realizada 60 vezes, sempre nas mesmas condições.

Temos então que,  
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. Consultando a tabela adequadamente, verificamos que  
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Suponha agora que a freqüências empíricas dos eventos 
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 , j = 1,2,...,6 tenham sido 13, 19, 11, 8, 5 e 4, respectivamente. 
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Como 
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O p-valor do teste é 
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Exemplo 5.2 

Um ponto X é selecionado aleatoriamente no intervalo (0,1). Consideremos os eventos
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A experiência foi realizada n = 160 vezes e a partir de X, uniforme em (0,1) foram gerados os respectivos valores da variável aleatória Yj  com densidade 
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As freqüências dos eventos 
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 , j = 1,2,3,4, foram respectivamente: 12, 24, 50 e 74. 

Vamos testar a hipótese  
[image: image411.wmf]0

H

 : “a distribuição de X é da forma 
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e conseqüentemente, como n = 160, os valores esperados 
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 de 
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,  são 10, 30, 50 e 70, para j = 1,2,3,4 , respectivamente. 

Assim, 
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Como 
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Para completar, calculamos  p-valor = 
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Exemplo 5.3

O exemplo anterior pode ser resolvido de uma maneira diferente, mas que em geral  proporciona um teste com maior poder. Os 160 valores da distribuição do exemplo anterior foram  gerados pelo software Excel. Vamos agora definir os eventos 
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As freqüências dos eventos  
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 , j = 1,2,3,4 nestes intervalos foram 36, 39, 36 e 49 e assim,
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Como 
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O p-valor do teste é:    
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Definição 5.2

Seja 
[image: image430.wmf](
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 uma amostra aleatória de uma variável aleatória X cuja distribuição é  completamente   especificada e definida em R.     Se 
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Nós podemos então usar o Teorema 5.2 para testar se uma amostra 
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 tem origem em uma especificada distribuição de probabilidades. Os exemplos 5.1 a 5.3 são aplicações desta teoria.

Exemplo 5.4

Os 30 valores abaixo foram gerados pelo Excell sob a hipótese de normalidade, com média 7 e desvio padrão 1.5.

	3.77
	6.19
	6.83
	7.15
	7.83
	8.48

	4.52
	6.25
	6.89
	7.49
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	4.59
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	8.06
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	6.14
	6.82
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	7.77
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	9.69


Teste a hipótese de que realmente os dados tem origem  X, N(7;1.5), o que eqüivale testar a hipótese que o processador é eficiente na geração de distribuição de probabilidades normais. 

A tabela seguinte mostra os valores 
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	-0.54
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	0.55
	0.99

	-1.65
	-0.50
	-0.07
	0.33
	0.59
	1.11

	-1.61
	-0.49
	-0.06
	0.38
	0.61
	1.45

	-0.64
	-0.21
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	0.40
	0.71
	1.57

	-0.57
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	0.51
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Considere a partição do intervalo (-3;3) do domínio de uma variável aleatória N(0,1), abaixo;
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A partição acima foi construída de forma que  
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 para todo j = 1,2,3,4,5,6. As freqüências absolutas correspondentes ao eventos 
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Para todo j = 1,2,...,6 as freqüências esperadas 
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Como 
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O p-valor do teste é 
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0, e portanto os dados não são significantes a ponto de rejeitarmos a hipótese nula. 

O Teorema 5.1 é de utilidade quando desejamos testar se uma amostra tem origem completamente especificada, ou seja, quando conhecemos a forma e os parâmetros da distribuição de X. 

Em muitas aplicações no entanto vamos testar uma hipótese, por exemplo, de que a distribuição é normal, mas sem especificar os valores paramétricos correspondentes. A solução consiste em estimar tais parâmetros e usar o teorema que segue, que constitui uma variação do Teorema 5.1.

Teorema 5.2

Seja 
[image: image449.wmf](

)

12n

X,X,...,X

 uma amostra de uma variável aleatória X, cuja função de distribuição 
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 são os estimadores de máxima verossimilhança de 
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, obtidos  a partir de 
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converge em distribuição para a distribuição de uma variável aleatória qui-quadrado com k-1-s graus de liberdade. 

Exemplo 5.5 
A indústria Yakemaha produz um tipo de circuito eletrônico para diversos tipos de equipamentos. A empresa pretende testar a hipótese de que a vida média desse produto tem distribuição exponencial de parâmetro 0,01, e, para isto ofereceu substituição grátis a  200 clientes compradores do circuito. Este  procedimento lhe proporcionou obter 200 valores observados da  variável aleatória “tempo de vida do circuito”. O quadro abaixo dispõe os dados em uma tabela de distribuição de freqüências.





	L1
	L2
	Freq.
	Pto.médio
	Total

	0
	10.53
	24
	5.265
	126.36

	10.53
	22.31
	22
	16.42
	361.24

	22.31
	35.66
	24
	28.985
	695.64

	35.66
	51.08
	16
	43.37
	693.92

	51.08
	69.31
	22
	60.19
	1324.18

	69.31
	91.62
	17
	80.46
	1367.82

	91.62
	120.39
	20
	106
	2120,00

	120.39
	160.94
	20
	140.66
	2813.20

	160.94
	230.25
	14
	195.59
	2738.26

	.>
	230.25
	21
	332.39
	6980.19

	
	
	       200
	
	19220.81


Os dados foram classificados em  10 intervalos de classe limitados  superiormente (L2) pelo decil de uma distribuição exponencial (0,01), isto é, o L2 do terceiro intervalo, foi  calculado da forma
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Para obter a vida total dos 200 produtos foram definidos os pontos médios das classes e estes, multiplicados pelas freqüências observadas compõem a última coluna do quadro,  cujo total dividido por 200 produziu a estimativa desejada da duração média de vida dos circuitos e a correspondente estimativa do parâmetro 
[image: image459.wmf]l

 da variável exponencial, de acordo com a hipótese a ser testada. 
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Com relação a atribuição de um valor de x para a última freqüência, um raciocínio lógico seria obter o valor médio de X quando X > 230,25. Se X é,  sob a hipótese 
[image: image461.wmf]0
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, uma variável exponencial, então X é sem memória e,




[image: image462.wmf](

)

PXx/XaP(Xxa)

>>=>-





[image: image463.wmf](

)

(

)

(

)

xa

X/Xa

PXx/XaP(Xxa)

fxe     x>a

-l-

>

£>=£-

=l


Podemos agora calcular o valor esperado da variável aleatória (X/X>a), sendo X exponencial (
[image: image464.wmf]l

).
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Como (200-21) durações foram menores do que 230,25 então este valor pode ser usado como estimativa do percentil de ordem  
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E assim, podemos escrever 
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Logo,

 
[image: image468.wmf][

]

(

)

xa

a

EX/Xaxedx230,25102,14332,39

+¥

-l-

>=l=+=

ò


O quadro  que segue mostra o cálculo de 
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. Observe que   s = 1 parâmetro foi estimado. 

	L1
	L2
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	0
	10.53
	24
	0.1038
	20.7646
	0.5041

	10.53
	22.31
	22
	0.1034
	20.6854
	0.0836

	22.31
	35.66
	24
	0.1029
	20.5717
	0.5713

	35.66
	51.08
	16
	0.1023
	20.4623
	0.9731

	51.08
	69.31
	22
	0.1016
	20.3131
	0.1401

	69.31
	91.62
	17
	0.1007
	20.1453
	0.4911

	91.62
	120.39
	20
	0.0997
	19.9431
	0.0002

	120.39
	160.94
	20
	0.0983
	19.6673
	0.0056

	160.94
	230.25
	14
	0.0962
	19.2473
	1.4306

	.
	230.25
	21
	0.0910
	18.1999
	0.4308

	
	
	200
	
	200
	4.6304


Note, por exemplo que, 
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A um nível (=0,05, 
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, e assim,  decidimos aceitar a hipótese nula já que 
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O p-valor é igual a 
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=0,2037 , confirmando a decisão.

Exemplo 5.6

Testar a hipótese que os dados da primeira e segunda coluna da tabela abaixo, tem origem numa distribuição de Poisson.  Use ( = 0,05.

Solução:Para determinar o correspondente conjunto de freqüências esperadas, primeiramente estimaremos a média da amostra e obtemos 
[image: image480.wmf]
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 ou aproximadamente 
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.  Assim, a terceira coluna contém a distribuição teórica de Poisson de parâmetro 
[image: image483.wmf]3

l=

.    A quarta coluna é o produto da terceira   coluna pela freqüência total n = 440.

	Erros
	Fobserv
	Pteórica
	Fesperada
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	0
	18
	0,0498
	21,912
	0,6984

	1
	53
	0,1494
	65,736
	2,4675

	2
	103
	0,2240
	98,56
	0,2000

	3
	107
	0,2240
	98,56
	0,7227

	4
	82
	0,1680
	73,92
	0,8832

	5
	46
	0,1008
	44,352
	0,0612

	6
	18
	0,0504
	22,176
	0,7864

	7
	10
	0,0216
	9,504
	0,0259

	8
	2
	0,0081
	3,564
	0,6863

	9
	1
	0,0027
	1,188
	0,0298

	
	
	
	
	

	soma
	440
	
	
	6,5614


Observamos no entanto que  np8 =  3,564  e  np9 = 1,188 são ambas menores do que 5 e desta forma,  devemos reunir a duas freqüências, em uma única para atender a condição 
[image: image485.wmf]j
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. Como a soma destas duas freqüências  é igual a 4,752 <  5, então,    a solução é reunir as freqüências de x = 7, 8 e 9 e a nova tabela então seria: 

	Erros
	Fobserv
	Pteórica
	Fesperada
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	0
	18
	0,0498
	21,912
	0,6984

	1
	53
	0,1494
	65,736
	2,4675

	2
	103
	0,2240
	98,560
	0,2000

	3
	107
	0,2240
	98,560
	0,7227

	4
	82
	0,1680
	73,920
	0,8832

	5
	46
	0,1008
	44,352
	0,0612

	6
	18
	0,0504
	22,176
	0,7864

	(7
	13
	0,0324
	14,256
	0,1107

	soma
	440
	
	
	5,9301


O número de graus de liberdade é igual a k-1-s = 8-1-1 = 6, onde s = 1 corresponde ao grau de liberdade perdido quando se estimou 
[image: image487.wmf]l
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Assim 
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 não rejeitamos a hipótese de que os dados são originários de uma distribuição de Poisson.

5.2 – Independência de Variáveis 

 Suponha que uma amostra  de uma população tenha por objetivo o registro de duas características de cada elemento da população. Representemos estas características (variáveis aleatórias) por X e Y. Freqüentemente, um dos objetivos da análise estatística é avaliar a relação entre X e Y. Dado um valor de X podemos estimar um valor de Y?  Se Y depende de X, podemos de alguma forma relacionar X e Y e obter uma estimativa de Y dado X, e nesse caso diremos que X e Y são dependentes. Se um valor de X não proporciona nenhuma informação sobre o valor de Y, dizemos que X e Y são variáveis aleatórias independentes.  

Suponha que desejamos estimar a renda média de uma família moradora numa determinada cidade. Se temos informação sobre a classe social desta família, poderemos estimar com maior precisão essa renda, pois sabemos que existe uma certa dependência entre as variáveis renda e classe social.

Se de uma turma de graduação de Engenharia selecionarmos um elemento com o objetivo de registrar o seu sexo, esperamos em geral,  selecionar um elemento do sexo masculino. Sabemos que existe uma relação forte entre a escolha de certas carreiras e o sexo.

Exemplo 5.7

Duzentos estudantes de Economia e Administração de uma Universidade,  foram classificados  segundo o sexo, e os dados compõem a tabela abaixo:

	Curso/Sexo
	Masculino 
	Feminino
	Total

	Economia
	85
	35
	120

	Administração
	55
	25
	80

	Total
	140
	60
	200


Como veremos brevemente, aplicando o teste Qui-quadrado de  Independência,  calculamos 
[image: image489.wmf]1
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 o que nos leva a aceitar a hipótese 
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 “as variáveis Sexo e Curso são independentes”,  a um nível de significância de 0,01, visto que 
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A tabela abaixo considera as freqüências  de cada coluna obtidas com os percentuais da coluna de total:

	Curso/Sexo
	Masculino 
	Feminino
	Total

	Economia
	84
	36
	0,60

	Administração
	56
	24
	0,40

	Total
	140
	60
	200


Se o mesmo procedimento for realizado usando a linha de total obtemos as seguintes freqüências:

	Curso/Sexo
	Masculino 
	Feminino
	Total

	Economia
	84
	36
	120

	Administração
	56
	24
	80

	Total
	0,70
	0,30
	200


Os dois últimos quadros mostram que,  se usarmos a distribuição marginal da variável Curso sobre o total das  colunas de Sexo, o resultado é bem próximo dos valores originais observados. O mesmo acontece quando usamos a distribuição marginal da variável sexo e a aplicamos sobre o total das colunas de Curso. Estas considerações nos leva a sugerir que as variáveis X e Y são independentes.

Exemplo 5.8 

Consideremos agora um exemplo similar, mas envolvendo alunos de Física e Ciências Sociais. O quando que segue reúne as freqüências das variáveis sexo e disciplina para análise.

	Curso/Sexo
	Masculino
	Feminino
	Total

	Física
	100
	20
	120

	Ciências Sociais
	40
	40
	80

	Total
	140
	60
	200


Como veremos brevemente, aplicando o teste Qui-quadrado de independência, obteremos 
[image: image492.wmf]1
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 o que nos leva a rejeitar a hipótese de independência entre as variáveis Sexo e Cursos a um nível de significância de 
[image: image493.wmf]0,005

a=

 visto que 
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O correspondente percentual de cada célula,  em relação ao total da coluna,  é apresentado no quadro que segue.

	Curso/Sexo
	Masculino
	Feminino
	Total

	Física
	0,71
	0,33
	0,60

	Ciências Sociais
	0,29
	0,67
	0,40

	Total
	1,00
	1,00
	1,00


O que se observa claramente é que existe uma maior concentração do sexo masculino (71%) no curso de Física,  e do sexo feminino (67%) no cursos de Ciências Sociais. Isto quer dizer que se selecionarmos aleatoriamente um aluno do sexo masculino é grande a chance dele cursar Física, enquanto que se o aluno é do sexo feminino é mais provável que o curso que freqüenta  é o de Ciências Sociais. 

5.3 – Tabelas de Contingência – Teste de Independência.

Muitas vezes na prática, os n elementos de uma amostra são classificados de acordo com dois diferentes critérios. Por exemplo, consideremos uma amostra aleatória de n estatísticos. Cada um deles será classificado segundo dois critérios: salário inicial e área de especialização.

Em geral, uma questão de grande interesse consiste em testar a hipótese de que os dois critérios são independentes.  

Suponha que o critério 1 tenha três níveis salariais, nomeados A, B e C, e que o critério 2 classifique cada estatístico segundo as especializações: Amostragem, Demografia e Econometria. O quadro que segue mostra um exemplo de classificação, segundo os dois critérios, com base numa amostra de tamanho n = 100.

	
	Amostragem
	Demografia
	Econometria
	Total

	A
	12
	15
	10
	37

	B
	10
	14
	5
	29

	C
	10
	12
	12
	34

	Total
	32
	41
	27
	100


Representemos por 
[image: image495.wmf]ij
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 , i = 1,2,..,r e j = 1,2,..,c  o número de elementos na amostra classificados no nível i, pelo critério 1, e no nível j, pelo critério 2. Seja ainda 
[image: image496.wmf]ij
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 , a probabilidade de um   elemento da população ser classificado no nível i, segundo o critério 1,  e no nível j,  de acordo com o critério 2.

Se por exemplo, r = 3 e c = 3, a matriz dos vetores multinomiais abaixo é chamada tabela de contingência.
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As linhas da tabela descrevem os níveis do critério 1, e as colunas os níveis do critério 2. 

A toda tabela de contingência, está associada a matriz de probabilidades correspondente, conforme abaixo
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Analogamente  a uma função de probabilidade de uma variável aleatória  bidimensional do tipo discreto, temos que 
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Se de fato os critérios de classificação são independentes então é verdade que
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Em outras palavras, a probabilidade de seleção de um elemento da população classificado nos níveis i e j, dos critérios 1 e 2 respectivamente, é igual a probabilidade de seleção de um elemento classificado no nível i vezes a probabilidade de seleção de um elemento classificado no nível j.

Os estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros 
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e, em conseqüência, o estimador de máxima verossimilhança para a probabilidade do resultado (i,j), sob a hipótese nula é
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e, desta forma, o estimador para o valor esperado de 
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 é
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Finalmente, de acordo com o Teorema 5.2, se a hipótese nula  é verdadeira, isto é,
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 , a variável aleatória   
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tem distribuição aproximadamente   igual à da   distribuição   qui quadrado com

 rc-1-[(r-1)+(c-1)]  graus de liberdade . 

Se 
[image: image526.wmf]0

H

 é verdadeira esperamos que as diferenças entre os valores observados 
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 e os valores esperados 
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, sejam pequenas e isto indica que devemos rejeitar 
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 quando Q for maior que um valor 
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, selecionado da variável aleatória  qui quadrado com (r-1)(c-1) graus de liberdade, de acordo com um nível de significância ( fixado. 

Exemplo 5.9 

Um estudo desenvolvido em 1956  no Canadá, classificou  1469 idosos entre 60 e 64 anos segundo dois critérios: mortalidade e hábito de fumar. Duas classes  foram consideradas quanto ao hábito de fumar  (fumantes e não fumantes) , enquanto que com respeito a mortalidade: idosos ainda vivos e idosos que morreram no período de 6 anos após o início da experiência. A tabela de contingência construída foi a seguinte:

	
	Hábito de fumar
	

	Mortalidade 
	Não Fumantes 
	Fumantes 
	Total

	Vivos
	117
	54
	171

	Mortos
	950
	348
	1298

	Total
	1067
	402
	1469


Sob a hipótese de independência, as freqüências esperadas são:
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Assim, temos
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Como 
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 então não podemos rejeitar a hipótese nula de que as variáveis são independentes. 

Exemplo 5.10

Um companhia deve escolher entre três planos de pensão. A direção deseja saber se a preferência pelos planos de pensão é independente do vínculo do empregado com a empresa. Há duas classificações quanto ao vínculo empregatício:  assalariados e horistas. As opiniões de 500 empregados estão resumidas na tabela de contingência abaixo e o nível de significância desejado é de (=0,05.

	
	
	Planos de Pensão
	

	
	Trabalho
	1
	2
	3
	Totais

	
	Assalariado
	160
	140
	40
	340

	
	Horista
	40
	60
	60
	160

	
	Totais
	200
	200
	100
	500


Calculemos inicialmente as estimativas da probabilidades marginais,
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As freqüências esperadas são apresentadas no quadro que segue.

Por exemplo,
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	Planos de Pensão
	

	Trabalho
	1
	2
	3
	Totais

	Assalariado
	136
	136
	68
	340

	Horista
	64
	64
	32
	160

	Totais
	200
	200
	100
	500


Calculando a variável aleatória Q, obtemos
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O número de graus de liberdade é (2-1)(3-1)=2, e para o nível de significância fixado temos 
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Como 
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rejeitamos a hipótese nula, ou seja, rejeitamos a hipótese de que a preferência por planos de pensão independe do vínculo empregatício do empregado. 

Exemplo 5.11

O Sindicato dos Donos de Restaurantes encomendou uma pesquisa para verificar se a política de propaganda de cada restaurante e seu padrão de atendimento (serviço e qualidade da refeição),  são independentes. Os dados abaixo mostram os resultados da investigação de 440 associados do Sindicato. Teste a hipótese  a um nível ( = 0,05.

	
	Padrão de Atendimento
	

	Política
	Baixo
	Médio 
	Alto
	Total

	Agressiva
	24
	52
	58
	134

	Neutra
	15
	72
	86
	173

	Não Agressiva
	17
	80
	36
	133

	Total
	56
	204
	180
	440


As probabilidades marginais estimadas são
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Assim, sob a hipótese de independência, a freqüência esperada da célula agressiva/baixo seria 
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O quadro que segue apresenta as freqüências esperadas calculadas e as observadas:

	
	Política
	Baixo
	Médio 
	Alto
	Total

	
	Agressiva
	24-16,98
	52-61,91
	58-54,69
	134

	
	Neutra
	15-21,96
	72-80,03
	86-70,71
	173

	
	Não Agressiva
	17-16,85
	80-61,51
	36-54,34
	133

	
	Total
	56
	204
	180
	440


Calculando Q, teremos:

Q = 2,9022+2,2059+0,0013+1,5863+0,8057+5,5581+0,2003+3,3062+6,1898=22,7558

Observamos que 
[image: image542.wmf]4,observ
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 = 22,7558 > 
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 rejeitamos a hipótese que as variáveis em questão sejam independentes. 

5.4 - Tabelas de Contingência - Teste de Homogeneidade.

   O uso de uma tabela de contingência para testar  a independência entre duas variáveis não é a única aplicação deste tipo de organização de dados. Uma outra situação comum ocorre quando m populações em estudo são classificadas em k categorias.

Realizada uma amostra da população i , i= 1,2,...,m , os valores observados, em   cada uma   das amostras,  são então   classificados   em k categorias, formando uma tabela de contingência exatamente igual aquela definida no exemplo 5.8.

Num teste de homogeneidade entre populações, o que se deseja é testar se as proporções em cada uma das categorias são as mesmas para as m populações. Por exemplo, quando temos apenas duas categorias tais como: sucesso e fracasso, peça defeituosa e peça não defeituosa, masculino e feminino, etc..., o teste de homogeneidade é na verdade o teste de igualdade entre m parâmetros de distribuições do tipo Binomial.

Suponhamos então que temos amostras aleatórias independentes  de m populações, sendo 
[image: image544.wmf]i

n

 o tamanho da amostra selecionada da população i = 1,2,...,m. 

Seja 
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 os valores observados. Consideremos uma partição de R, domínio comum das m populações, definida por 
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, r = 1,2,...,k. 

Por exemplo, 
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 é a contagem do número de valores observados na amostra 1, que pertencem ao  r-ésimo conjunto da partição, ou seja 
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,  r = 1,2,...,k. Analogamente  
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 é o número de valores observados da amostra 2, 
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As freqüências 
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	Categoria
	População 1
	População 2
	 - - - - - - - - -
	População m
	Total
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 Na  amostra i, o vetor 
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Os parâmetros das variáveis  
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 são visualizados na tabela abaixo,  para maior compreensão:

	Categoria
	População 1
	População 2
	 - - - - - - - - -
	População m

	1
	
[image: image580.wmf]11

p


	
[image: image581.wmf]21

p


	 - - - - - - - - -
	
[image: image582.wmf]m1

p



	2
	
[image: image583.wmf]12

p


	
[image: image584.wmf]22

p


	 - - - - - - - - -
	
[image: image585.wmf]m2

p



	-
	-
	-
	 - - - - - - - - -
	-

	-
	-
	-
	 - - - - - - - - -
	-

	k
	
[image: image586.wmf]1k

p


	
[image: image587.wmf]2k

p


	 - - - - - - - - -
	
[image: image588.wmf]mk

p



	Total
	
[image: image589.wmf]1

n


	
[image: image590.wmf]2

n


	 - - - - - - - - -
	
[image: image591.wmf]m

n




A hipótese de homogeneidade pode ser assim escrita:
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: "as proporções em cada uma das categorias são as mesmas para as m populações" 

Então, sob a  hipótese 
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Em outras palavras a hipótese 
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 estabelece que a probabilidade  
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, de um valor observado pertencer a  
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, r = 1,2,..,k é a mesma,  não importando de qual  população i  ele foi selecionado. 

O estimador de máxima verossimilhança de  
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e um estimador para o valor esperado de 
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Segundo o Teorema 5.1, para um fixado i, 
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 é aproximadamente uma variável aleatória qui quadrado com k-1  graus de liberdade, e , sendo as amostras independentes, 
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 é aproximadamente uma variável aleatória com  distribuição qui quadrado com m(k-1)  graus de liberdade.

 Para estimar os valores esperados  
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  , precisamos estimar as probabilidades 
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 ,e, assim perdemos s = k-1 graus de liberdade, pois 
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é aproximadamente uma distribuição qui quadrado com m(k-1)-(k-1) = (m-1)(k-1)  graus de liberdade.

Se 
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 é verdadeira,   esperamos que as diferenças entre os valores observados 
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 e os valores esperados 
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, sejam pequenas e isto indica que devemos rejeitar 
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 quando Q for maior  que um valor c, selecionado da variável aleatória  qui quadrado com 

(m-1)(k-1) graus de liberdade, de acordo com um nível de significância ( fixado. 

Exemplo 5.12

Um grande anunciante da imprensa escrita encomendou uma pesquisa para verificar  se existe algum tipo de comparação entre  preferência pela leitura de um determinado jornal  e classe social do leitor. Uma amostra de 100 leitores de cada um de três dos maiores jornais,   apresentou os seguintes resultados.

	Classe Social
	ESP
	JB
	GLB
	Total

	Alta
	18
	26
	31
	75

	Média  1
	49
	59
	51
	159

	Média 2
	31
	11
	12
	54

	Baixa
	2
	4
	6
	12

	
	100
	100
	100
	300


As estimativas dos parâmetros 
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, r = 1,2,3,4 são 0,25 , 0,53 , 0,18 e 0,04 respectivamente, e estas probabilidades multiplicadas por 100 produzem os valores esperados de cada célula, conforme a tabela abaixo

	Classe Social
	ESP
	JB
	GLB
	Total

	Alta
	18-25
	26-25
	31-25
	75

	Média  1
	49-53
	59-53
	51-53
	159

	Média 2
	31-18
	11-18
	12-18
	54

	Baixa
	2-4
	4-4
	6-4
	12

	
	100
	100
	100
	300


Assim, calculamos o valor de 
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Como 
[image: image616.wmf]6,observ6;0,95

Q20,607Q12,6

=>=

 , rejeitamos a hipótese nula  de homogeneidade, ou seja, rejeitamos a hipótese de que as amostras tem origem de uma mesma população. 

O teste de homogeneidade pode ser aplicado para testar a igualdade da proporção de elementos com um certo atributo de duas populações diferentes, sendo portanto equivalente ao teste da igualdade entre a média de duas variáveis aleatórias independentes X e Y, com distribuição de Bernoulli .

Exemplo 5.13

Duas  classes A e B de uma Universidade,  participaram de uma pesquisa sobre a escolha: aulas aos sábados ou aulas a partir do mês de fevereiro, no próximo ano letivo.  Numa amostra da  classe A, com n = 100 alunos, 40 optaram pela antecipação do calendário, ou seja: aulas em fevereiro. Numa amostra da classe B, com m = 80 alunos, 56 preferiram aulas aos sábados. Teste a hipótese 
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  de que a proporção dos alunos que preferem aulas em fevereiro é igual em ambas as classes, a um nível  de significância de 
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A tabela de contingência que segue resume os dados obtidos na amostra:

	   Opção/Classe
	Classe A
	Classe B
	Totais

	Aulas aos sábados
	60
	56
	116

	Aulas em fevereiro
	40
	24
	64

	Totais
	100
	80
	180


Usaremos o teste qui-quadrado de homogeneidade para testar se as distribuições por classe são de mesma origem.

As estimativas dos parâmetros 
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 , r = 1,2 são respectivamente:
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O quadro de freqüências esperadas é então:

	Opção/Classe
	Classe A
	Classe B

	Aulas aos sábados
	65
	52

	Aulas em fevereiro
	35
	28

	Totais
	100
	80


Calculemos o valor observado de  Q1 :
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Como  
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 então aceitamos a hipótese nula de que as amostras tem origem única. 

Exercícios 5.

5.1 - De uma população de pais e filhos,  foram selecionados 1000 pares (pai;filho) e a cor de seus olhos foram registradas, conforme a tabela abaixo . Deseja-se testar a um nível de significância de 0,01 se a cor dos olhos do pai e a cor dos olhos do filho são independentes. 

	Filho/Pai
	Claro 
	Escuro

	Claro 
	471
	148

	Escuro
	151
	230


5.2 – 1000 pessoas de uma população foram classificadas segundo o sexo e o daltonismo, conforme tabela abaixo. Teste a hipótese de que as duas variáveis são independentes a um nível de significância de 0,05.

	Daltonismo/Sexo
	Homem
	Mulher

	Não 
	442
	514

	Sim
	38
	6


5.3 - Os dados  abaixo indicam que na população consultada, a preferência por uma marca de carro independe do sexo?

	Sexo/Marca
	Marca A
	Marca B
	Marca C

	Homem
	60
	80
	110

	Mulher
	80
	70
	100


5.4 - Determine, com base nos dados contidos na tabela abaixo, se a proporção verdadeira dos compradores que preferem o detergente A ao detergente B é a mesma nas três cidades. 

	Compradores
	Rio 
	S.Paulo
	B.Horizonte
	Total

	A
	232
	260
	197
	689

	B
	168
	240
	203
	611

	Total
	400
	500
	400        
	1300


5.5 - O número de erros tipográficos em um livro é em geral regulado por uma lei de Poisson. O número de erros contidos em 100 páginas de uma recente novela foram registrados na tabela abaixo. 

	N0 de Erros
	N0 de Páginas

	0
	65

	1
	25

	2
	8

	3
	2

	Total
	100


Teste a um nível de significância  de 0,10 a hipótese de que o número de erros se distribui conforme uma lei de Poisson de parâmetro 
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5.6 - Teste a hipótese que no lançamento de uma moeda, cara e coroa são igualmente prováveis, usando uma amostra de 27 caras e 23 coroas. Use  
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. 

5.7 - Em um experimento de multiplicação de grãos de ervilhas, Mendel obteve 315 redondas amarelas, 108 redondas verdes, 101 angulosas amarelas e 32 angulosas verdes. Esta experiência contradiz a teoria segundo a qual as probabilidades das  quatro espécimen estão na razão de 9:3:3:1? Use  
[image: image626.wmf]0,05

a=

.

5.8 - Trezentos estudantes de uma Universidade foram entrevistados  a respeito de suas ideologias políticas e esses dados foram organizados na tabela abaixo. Teste a um nível de significância de 0,05, se existem diferenças entre as posições políticas de estudantes do sexo masculino e feminino.

	Ideologia/Sexo
	Masculino
	Feminino
	Totais

	Direita
	69
	21
	90

	Centro
	52
	23
	75

	Esquerda
	79
	56
	135

	Totais
	200
	100
	300


5.9 - Em uma empresa 100 funcionários foram classificados segundo o sexo e estado civil, resultado na tabela de contingência 3 x 2 seguinte:

	EstadoCivil/Sexo
	Masculino 
	Feminino
	Totais

	Casados
	15
	14
	29

	Solteiros
	40
	21
	61

	Outros
	9
	1
	10

	Totais
	64
	36
	100


A um nível de significância 
[image: image627.wmf]0,05
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  teste a hipótese de que não existem diferenças entre a distribuição do estado civil de estudantes do sexo masculino e feminino.

5.10 - A 34 de 77 pacientes com uma determinada doença foi aplicado um soro. Eles foram tratados da mesma forma que os outros 43 pacientes que não receberam o soro. Usando os dados da tabela abaixo teste a hipótese (use 
[image: image628.wmf]0,05
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) de que o soro não ajudou  a cura da doença.

	Soro/Cura
	Curados 
	Não Curados
	Totais

	Com Soro 
	26
	8
	34

	Sem Soro
	30
	13
	43

	Totais
	56
	21
	77


5.11 - A atitude disciplinar do pai e o comportamento do filho são dependentes? Use a tabela abaixo obtida na investigação de 917 pares (pai/filho) na cidade de Dallas (USA), em 1988. 

	Pai/Filho
	Delinqüente 
	Não Delinqüente 
	Totais

	Amável mas firme
	25
	255
	280

	Negligente
	122
	82
	204

	Rigoroso
	120
	40
	160

	Irregular
	191
	82
	273

	Totais
	458
	459
	917


6. Testes não paramétricos baseados em ordenação.


(ou baseados em postos)

O problema de decidir quando um novo procedimento (inovação) constitui um aperfeiçoamento em relação a um procedimento padrão em uso (atual), surge em muitos diferentes contextos, como por exemplo:

- o novo tratamento A prolonga a vida dos pacientes de câncer?

- o efeito nocivo do cigarro é reduzido pelo filtro?

- o novo aditivo da gasolina aumenta o número de km percorridos?

- aulas televisivas são menos eficientes do que aulas tradicionais em classe?

6.1 - Teste de Wilcoxon - Soma das Ordens (ou Soma dos Postos).

Exemplo 6.1
A Direção de um hospital de doenças mentais deseja testar a eficiência de uma nova droga considerada ter efeito benéfico sobre um certo tipo de distúrbio mental. Há cinco pacientes sofrendo deste tipo de doença, e todos na mesma condição de gravidade. Destes cinco pacientes, três serão escolhidos aleatoriamente e  submetidos ao “novo tratamento”, formando o chamado grupo de “tratados”. Os demais continuarão a receber o tratamento atual. Estes constituem o chamado grupo de “controle”.

Ao final do tratamento os cinco pacientes  serão examinados por um médico visitante , especialista em doenças mentais, que ignora quais os pacientes que pertencem ao grupo do “novo tratamento”, e atribuirá para cada paciente um grau de seriedade em relação ao estado de sua doença. O paciente cuja condição  for a mais séria receberá grau 1 e assim por diante, de tal forma que , supondo não haver empate, os cinco pacientes receberão os graus 1, 2, 3, 4 e 5, de acordo com a seriedade de seu estado.

Suponha que o tratamento com a nova droga não produza nenhum efeito benéfico nos pacientes. Esta suposição define a hipótese H0 : “o novo tratamento não produz efeito”. Nestas condições o grau atribuído a cada paciente, pelo médico visitante , é determinado somente pelo estado da doença e  independe se o paciente pertence ao grupo de “tratados” ou de “controle”.

Podemos imaginar que os graus são atribuídos a cada paciente antes de ser estabelecida a divisão dos grupos de tratamento e  controle. A seleção de três pacientes para receber o novo tratamento seleciona também 3 graus: aqueles atribuídos aos do grupo de tratamento. Cada possível seleção divide os graus em 2 grupos conforme  segue:

	Controle
	Tratamento
	ST

	1 2
	3 4 5
	12

	1 3
	2 4 5
	11

	2 3
	1 4 5
	10

	1 4
	2 3 5
	10

	2 4
	1 3 5
	9

	1 5
	2 3 4
	9

	2 5
	1 3 4
	8

	3 5
	1 2 4
	7

	4 5
	1 2 3
	6

	3 4
	1 2 5
	8


A suposição de que os três pacientes são escolhidos aleatoriamente implica que, cada uma das 10 escolhas  possíveis acima tem probabilidade 1/10 de ocorrer, e, com base neste modelo construiremos um teste para decidir sobre a hipótese H0.

A hipótese H0 : “o novo tratamento não produz efeito” será rejeitada e a superioridade do novo tratamento admitida, se os graus dos n pacientes do grupo de tratamento forem  suficientemente altos.

Suponha que há N pacientes dos quais n receberão um novo tratamento e formarão o grupo de "tratados" enquanto que os m restantes, (N = n + m),  continuarão recebendo o tratamento atual e constituem o grupo de "controle".

Se 
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 são os graus atribuídos aos n pacientes tratados, então sob a hipótese H0 ,
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para cada uma das n-úplas possíveis 
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Como decidir se os graus dos n pacientes são suficientemente altos?

Uma simples e eficiente estatística é a soma dos graus Si , ou seja 





[image: image632.wmf]S12n

WSS...S

=+++


Assim, fixado um nível de significância a , a região crítica do teste de Wilcoxon - Soma das Ordens  (ou Soma dos Postos) é:




R = íw / Ws ³ cý



Como vimos no exemplo 6.1,   
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,  e por exemplo, 
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Em resumo a função de probabilidade de Ws é:

	w
	PH(W=w)
	PH(W³w)

	6
	0,1
	1,0

	7
	0,1
	0,9

	8
	0,2
	0,8

	9
	0,2
	0,6

	10
	0,2
	0,4

	11
	0,1
	0,2

	12
	0,1
	0,1


Se fixarmos a =0,10, a hipótese H0 será rejeitada quando 
[image: image635.wmf]S
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 =12, ou seja, quando os graus de controle forem 1 e 2 e os graus dos tratados forem 3,4, e 5.

Como se pode observar, não é possível encontrar o valor crítico c satisfazendo os valores a = 0,01 ; 0,025 ; 0,05  etc..., usualmente empregados. Esta dificuldade é maior na medida em que N é pequeno, como no presente caso, mas persiste, embora em  menor escala, para grandes valores de N.

Para  N = 13 e n = 8  por exemplo, 

a) o mínimo valor de
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 é igual à soma dos inteiros de 1 a 8, ou seja,
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b) o máximo valor é igual  a soma dos inteiros de 6 a 13, ou seja,
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Os  valores de P(Ws ³ w) são:   

	w
	
[image: image641.wmf](
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	36
	1

	37
	0,9992

	.
	.

	.
	.

	67
	0,0637

	68
	0,0466

	69
	0,0326

	70
	0,0255

	71
	0,0148

	72
	0,0093

	73
	0,0054

	74
	0,0031

	75
	0,0016

	76
	0,0008


A distribuição de Ws , sob a hipótese nula pode ser encontrada pelo método usado no caso N = 5 e n = 3, da seguinte forma:

Seja #(w,n,m) o número de combinações possíveis das  n ordens dos “tratados” e das m ordens dos “controles”, para os quais a soma dos “tratados” é igual a w.

Por exemplo  #(8,3,2) = 2, o que corresponde ao pontos amostrais 
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Desta maneira a função de probabilidade de Ws pode ser obtida por;
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Assim, para calcular a distribuição de Ws é necessário obter,  por contagem,  o número

 #(w,n,m).

No entanto, para se obter o valor c para um dado a não é necessária a distribuição completa de Ws , conforme o exemplo a seguir.

Exemplo 6.2

Deseja-se testar se candidatos a um cargo numa empresa são prejudicados por condições adversas ambientais, físicas, emocionais, etc... , ao serem submetidos a um teste de inteligência. Para isto, dez (N = 10) candidatos foram aleatoriamente distribuídos em dois grupos a saber: grupo de “controle” (m = 5) e grupo de “tratados” (n = 5).

O teste foi aplicado aos 10 candidatos, numa primeira etapa, em condições normais e idênticas para todos, sendo os escores Xi , i = 1,2,3,....,10  registrados.

Numa segunda etapa, o teste foi reaplicado aos mesmos 10 candidatos, sendo que aos 5 do grupo de controle foram oferecidas as mesmas condições da primeira etapa, enquanto que aos 5 do grupo de “tratados” foram   oferecidas   condições   adversas.   Os escores Yi , i = 1,2,3,....,10 foram igualmente anotados.

As diferenças Di = (Yi - Xi ), i = 1,2,3,.....,10 , foram ordenadas segundo o critério: ordem 1 para a menor diferença, ordem 2 para a segunda menor diferença, e assim por diante. A tabela que segue apresenta o resultado da pesquisa:

	
	Xi
	Yi
	Di
	Ordem

	
	
	
	
	

	
	80
	85
	5
	7

	
	80
	80
	0
	3

	Controle
	90
	106
	16
	10

	
	82
	84
	2
	5

	
	71
	80
	9
	9

	
	
	
	
	

	
	85
	91
	6
	8

	
	87
	82
	-5
	2

	Tratamento
	90
	84
	-6
	1

	
	98
	99
	1
	4

	
	75
	79
	4
	6


Observe que 
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 = 8 + 2 + 1 + 4 + 6 = 21.

Consideremos as hipóteses:

H0 :    “condições adversas oferecidas aos candidatos não produzem efeito”

H1 :    “condições adversas oferecidas aos candidatos produzem efeito”

Sob a hipótese H1 , as diferenças nos escores dos “tratados” tendem a ser menores  que as de “controle”. Isto é obvio,  porque se o tratamento produz efeito nos tratados, estes deverão ter seus escores mais reduzidos do que os de controle e receberão ordens menores. 

Logo H0 será rejeitada quando Ws assumir valores pequenos, digamos 
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 £ c, onde c é determinado pela equação  
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Sendo n = m = 5, cada possível combinação das ordens do grupo de “tratados” tem probabilidade igual a 1/252.

Fixemos a = 0,05 e seja x o número  #(w,5,5) para os quais (W£c) satisfaz a equação:
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Como x = 12,6 , concluímos que as doze primeiras combinações das ordens dos tratados resultam em (Ws£19), como se pode observar abaixo:
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Portanto  
[image: image655.wmf]P

W

s

(

)

,

£

=

=

19

12

252

0

0476

, e, adotando o mesmo procedimento para w = 20, obtemos duas regiões de rejeição para testar a hipótese H0 .
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Sendo a soma das ordens dos tratados igual a 21 , não rejeitamos a  hipótese H0 aos níveis de significância de a @ 0,05 e a @ 0,07.

6.2
- Distribuição de Wilcoxon - Uso da Tabela T2.

Infelizmente o número 
[image: image659.wmf]N
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  cresce rapidamente em função de N e de n  e a enumeração das combinações possíveis das ordens dos “tratados”  se torna trabalhosa. A Tabela T2 fornece as probabilidades de
[image: image660.wmf]{
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, onde  WXY  =  WS - 
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a)  m = 3,4  ; m £ n £ 12        e       b)  5 £ m £ 10  ; m £ n £ 10

Observemos que a distribuição de Ws não é a mesma quando a divisão dos N elementos é (m = 2;n = 4) e (m = 4;n = 2), pois Ws,2,4 assume os valores 10,11,12,....,18 e Ws,4,2 assume os valores 3,4,5,....,11.

No entanto a variável WS , centrada em seu valor mínimo 
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 é a mesma quando para k1  £  k2  , e as divisões dos grupos são (n = k1 ; m = k2 ) e (n = k2 ; m = k1). Este fato sugere tabelar 
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 em vez de WS .

A notação WXY apresentada tem por objetivo justificar a seguinte teoria.

Representemos por 
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 , respectivamente as observações das ordens de “controle “ e “tratados” e consideremos todos os possíveis pares  
[image: image665.wmf](

)

ij

X,Y

.

Consideremos as estatísticas:
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Estas estatísticas são equivalentes às estatísticas 
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 (soma das ordens dos tratados) e 
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 (soma das ordens de controle), ambas centradas em seu valor mínimo, e conhecidas como estatísticas de Mann-Whitney, ou seja:
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(6.2)

Prova:

Representemos os valores ordenados de Yj , j = 1,2,3,...,n   por  
[image: image675.wmf](
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 e para cada j contemos o número de X’s menores que  Y(j). Como   a ordem de Y(1) é S1 , há (S1-1) observações X’s menores do que Y(1).

Pela mesma razão há (S2-1) observações menores  que Y(2) sendo que uma delas é Y(1) e portanto há (S2-2) observações X’s menores  que Y(2). 

Assim há (j-1) valores de Y’s menores do que Y(j) , e (Sj - 1) - (j-1) = Sj - j valores de X’s menores do que Y(j).

O número total de pares 
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Adotando o mesmo raciocínio, obtemos que :
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Para  consultar a  tabela T2, quando a região de rejeição é do tipo 
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  assumimos k1 o menor e k2 o maior dentre os valores m e n.

Exemplo 6.3

Obter 
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, com m = n = 5, já calculadas no exemplo 6.2 por enumeração e contagem.

Solução:

Como n = m = 5 Þ 
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Consulta à Tabela T2 quando a região de rejeição é do tipo 
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Método 1: 

Este método é baseado no fato de que a distribuição de WS é simétrica em relação ao  valor n(N+1)/2 , ou seja:
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(6.3)
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(6.4)
Prova:

Consideremos os N elementos ordenados em ordem inversa, isto é: o elemento que anteriormente recebeu ordem 1 recebe agora a ordem N, a ordem (N-1) é agora atribuída aquele que recebeu ordem 2, etc.....e, genericamente, a ordem S passa a ser (N+1)-S.

Representemos por 
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Obviamente, 
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, e portanto 
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 tem a mesma distribuição de WS.

Por outro lado , temos também que :
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Subtraindo-se   
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Como 
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(6.5)

tem a mesma distribuição.

Escrevemos então, 
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Exemplo 6.4 

Calcular 
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Solução:

Como   
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Como    n = 6 Þ  
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Entrando-se com  
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 na Tabela t2, obtemos finalmente,
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Método 2:

Se  
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  é a soma das ordens dos elementos de controle, e considerando que a soma das N ordens é igual a 
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Sendo a soma de todas as ordens uma constante, a grandes valores de WS corresponde pequenos valores de WR e vice versa. Rejeitar H0 quando 
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Para calcular a usaremos a variável WR centrada em relação ao seu mínimo valor que é 
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A seguir provaremos que 
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[image: image719.wmf](

)

(

)

RR

PWc'ouPWc

£=a³=a

 .

Prova: 
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Somando-se  
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 a ambos os lados temos que,
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ou seja,
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Exemplo 6.5 

Calcular 
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sendo 
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Por outro lado,
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Com 
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  a Tabela T2 fornece 
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Em inúmeros testes , quando a estatística de teste é do tipo discreto, surge a dificuldade de obter um valor c correspondente ao nível de significância fixado, tal como ocorreu no Exemplo 6.2 quando não rejeitamos a hipótese H0 aos níveis de significância a1 = 0,05 e a2 = 0,07 associados aos valores c1 = 19 e c2 = 20.

Em vez de simplesmente associarmos a rejeição de H0 a um nível de significância a previamente fixado, é mais informativo associarmos a probabilidade (sob H0) de se obter um valor tão ou mais extremo quanto o valor observado, no caso  ws = 21. Esta probabilidade é chamada  p-valor  do resultado observado,  e,  no caso citado,  com 

k1 = k2 = 5 ;
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Muitos estatísticos e pesquisadores adotam o p-valor na definição do critério de rejeição de H0 , e denominam tal metodologia de “teste de significância”.

Se p-valor é “suficientemente pequeno” - esta interpretação depende do estatístico ou pesquisador - então H0 é rejeitada. 

Se o critério de fixar preliminarmente a for adotado, ainda assim a análise do p-valor faz sentido pois rejeitaremos H0 para 
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Obs: Suponha que no Exemplo 6.2, fixemos a = 0,10. Como 
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 não rejeitaremos H0 ao níveis de significância de 0,10 ; 0,07 ; 0,05 ; etc.... . 

Rejeitaríamos H0  , no entanto, se  tivéssemos fixado a = 0,15.

6.3 -   Distribuição Assintótica da Estatística de Wilcoxon - Soma das Ordens
A Tabela T2 é limitada aos valores  m, n  £ 10,12, respectivamente . Para valores superiores a 10 aplicaremos o Teorema do Limite Central (com restrições).

“A soma de um número suficientemente grande de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas é assintoticamente normal”

Se n é suficientemente grande a soma das ordens, 
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é a soma de um grande número de v.as. embora não independentes. Contudo, se n é também suficientemente grande  (m+n = 
[image: image736.wmf]N
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), a dependência das v.as.  Si , i=1,2,3...,n se torna suficientemente “fraca” e o Teorema do Limite Central permanece válido e aplicável à Distribuição de Wilcoxon.

Cálculo da média e variância de WS :

A v.a. unidimensional Si assume valores k=1,2,3...,N com probabilidades 1/N.
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Sendo as variáveis Si identicamente distribuídas,  obtemos:
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A Cov(Si Sj) independe de i e de j visto que  o par 
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Assim temos, 
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, onde l é uma constante.

Fazendo-se n = N em 
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 obtemos a soma dos N primeiros naturais, isto é  
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, ou seja,  WS  neste caso é uma constante , cuja variância é nula.

Logo se fazendo  n = N em Var(WS), temos:
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Finalmente,
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Assim, WS é assintoticamente Normal , com média e variância acima calculadas,   e representamos por :
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Exemplo 6.6 

Para ilustrar, calculemos a probabilidade 
[image: image752.wmf]
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, com n = m = 10, utilizando a Tabela T2.




WXY = WS - 55 
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Calculemos agora a mesma probabilidade admitindo válida a aplicação do Teorema do Limite Central.
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se aplicarmos a correção de continuidade,
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Obs: Neste caso, a aproximação normal com ou sem correção é  indiferente. Para maiores detalhes sobre o assunto vide Lehmann 1975, (1.32), pág. 17.

6.4 -   Ordens Empatadas no Teste de Wilcoxon - Soma das Ordens

Quando um professor avalia dois estudantes através de graus, ou quando um médico busca o remédio mais eficaz para a dor de cabeça de um paciente, freqüentemente, ambos não conseguem distinguir diferenças.  Quando medidas ou outras observações são realizadas é comum aparecerem valores repetidos  (ou “empatados”).

Exemplo 6.7 

Suponha   por   exemplo que   m = n = 2   e  que as observações são 1,3 ; 1,7 ; 1,7 ; 2,5 . Assim, a menor observação recebe ordem 1, a maior recebe ordem 4, mas não podemos identificar as observações de ordens 2 e 3. Se nenhuma distinção existe entre os dois elementos, parece-nos mais natural  associar a “ordem média”  (2+3)/2 = 2,5 a cada um deles. Aos quatro elementos seriam então atribuídas as  ordens 1; 2,5 ; 2,5 ; 4. As ordens médias, assim definidas  serão representadas por  
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Representaremos a soma das ordens dos tratados por, 
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Claramente , concluímos que 
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, mas no entanto, as distribuições de  
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Obs:

Se os empates tivessem ocorrido nas duas últimas observações, como por exemplo: 1,3; 1,7; 2,5 e 2,5,  a distribuição de 
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Exemplo 6.8

Analisemos agora o caso em que  m = n = 3 e que as observações de controle são 2, 2 e 9 enquanto que as de tratamento são 4, 9 e 9.

A atribuição das ordens médias seguiria o seguinte procedimento:

	
	
	Controle
	
	Tratamento

	Observação
	
	2
	2
	9
	
	4
	9
	9

	Ordens
	
	1
	2
	4
	
	3
	5
	6

	Ordens Médias
	
	1,5
	1,5
	5
	
	3
	5
	5


De forma que   
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Qual a probabilidade do evento 
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 escolhas possíveis e equiprováveis para as três ordens de tratamento conforme tabela seguinte:
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Exemplo 6.9

  Suponhamos agora o caso em que n = m =  4 e que  as observações obtidas são:

	
	Controle
	Tratamento

	Observação
	1
	3
	4
	10
	6
	6
	6
	9

	Ordem 
	1
	2
	3
	8
	4
	5
	6
	7

	Ordem média
	1
	2
	3
	8
	5
	5
	5
	7


Os empates ocorrem apenas nas observações dos "tratados" sendo as  ordens de tratamento iguais a 4 , 5 , 6 , 7 e as ordens médias iguais a 5, 5, 5 e7. Em ambos os casos  
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Se não atribuirmos ordens médias aos tratados e consultarmos a Tabela T2, encontraremos 
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, mas este é um resultado equivocado.

 Se enumerarmos as 
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  combinações possíveis  e determinarmos a distribuição exata de 
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, que é no presente caso, o valor correto para o 
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Visto que a distribuição de 
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 depende não apenas de m e de n, mas também do número de observações empatadas em cada valor, as tabelas das distribuições exatas de 
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 são impraticáveis.

Uma aproximação normal   pode ser utilizada quando m e n  não são muito pequenos e a máxima proporção de observações empatadas de um valor não seja próxima de 1.

6.5 - Aproximação Normal para 
[image: image785.wmf]W

S

*

. 

Suponha que dentre as  N observações,  existam  k  valores distintos, sendo d1 iguais ao menor valor, d2 iguais ao segundo menor valor, e assim sucessivamente 
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 iguais ao maior valor. Assim, 
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, i = 1,2,...,k, assume o número de vezes que uma observação  se repete na amostra, na i-ésima ordem. A distribuição de 
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 depende de n, m e dos valores 
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, i = 1,2,...,k.

A aplicação do teorema do limite central, requer o conhecimento da média e variância de  
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, cujo desenvolvimento teórico encontra-se  no  Apêndice A3. 
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A média de  
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 é a mesma de 
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, enquanto que a variância sofre uma correção em função dos empates nas observações. Se não há empates, 
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 para todo i = 1,2,...,k,  e a variância de 
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Demonstra-se que 
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 é assintoticamente normal quando n e m não são muito pequenos  e a proporção máxima das observações empatadas em qualquer valor não estão próximas da unidade, isto é, se 
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  não assume valores próximos de 1, quando 
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Exemplo 6.10

Retornemos ao exemplo 6.8 em que, N = 6 e   m = n = 3 e as observações de controle são 2, 2 e 9 enquanto que as de tratamento são 4, 9 e 9. As observações (controle e tratamento) em ordem crescente são:   2, 2, 4, 9, 9 e 9

Assim, 

k =3,  d1 = 2 , d2 = 1 e d3 = 3. 
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A estatística 
[image: image802.wmf]W
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 - soma das ordens médias -, usada quando há observações empatadas na amostra,  é então,  adequada para testar hipóteses em situações nas quais resultados são observados em escala ordinal. Se os dados são categorizados numa escala ordinal, o máximo que podemos fazer em termos de cálculos é construir uma distribuição de freqüência das observações, e neste caso os valores 
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 são exatamente as freqüências procuradas.

Exemplo 6.11

Em um estudo sobre o efeito  produzido pela orientação psicológica, 80 meninos foram divididos em 2 grupos : controle = 40 e tratamento = 40, com o objetivo de testar a hipótese 
[image: image804.wmf]0
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 “o tratamento não produz efeito positivo”.  Ao final do estudo os meninos foram classificados quanto a condição  “comportamento” de acordo com os seguintes atributos: péssimo, regular, bom e ótimo. Os resultados foram os seguintes:

	
	Péssimo
	Regular
	Bom
	Ótimo
	Total

	Tratamento
	5
	7
	16
	12
	40

	Controle
	7
	9
	15
	9
	40

	Total
	12
	16
	31
	21
	80


Podemos admitir que os dados observados assumem apenas quatro "valores" (péssimo, regular, bom e ótimo) , sendo 12 observações empatadas com o menor "valor", 16 com o segundo menor "valor", 31 com o terceiro e 21 com o maior "valor". 

As ordens médias dos atributos são:

	Atributo
	Média

	Péssimo
	6,5

	Regular
	20,5

	Bom
	44

	Ótimo
	70


O valor de 
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 é então:
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Visto que    
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Sob a hipótese H0 : “a orientação psicológica não produz efeito sobre o comportamento”, a aproximação normal para o 

-valor é:
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A probabilidade de ocorrer um valor tão ou mais extremo quanto 1720 é  igual a 0,1562 relativamente alta em relação aos níveis de significância usualmente adotados. Não podemos então rejeitar H0 para qualquer ( ( 0,15 , ou seja não podemos rejeitar a hipótese nula para valor de ( iguais a 0,10 ; 0,05 ; 0,01, etc...

6.6 -  Alternativas Bilaterais do Teste deWilcoxon - Soma das Ordens

O teste de Wilcoxon proporciona um simples e eficiente método para comparar um “novo  tratamento” com o tratamento padrão em uso. No entanto, esta comparação é fortemente tendenciosa em favor do último, visto que o valor crítico c é obtido de tal forma que a probabilidade de se decidir pelo “tratamento padrão” é  1 - a (geralmente 0,90 ou mais), quando não há realmente diferença entre os dois procedimentos.

Nem sempre um procedimento assimétrico é apropriado. Em particular, um teste bilateral é indicado em dois tipos de problemas abaixo descritos:

(i)
Dois laboratórios de   igual competência, por exemplo,  podem lançar no mercado, a um mesmo preço,  remédios    similares próprios para uma doença para a qual não há tratamento conhecido.

(ii)
Num laboratório de um curso de Estatística o professor pode ter disponível dois tipos de equipamentos de informática para desenvolver pesquisas com seus alunos.

No  exemplo (i), admitindo que as tecnologias são realmente idênticas, em vez de testar:  “o remédio A é melhor que o remédio B” , parece razoável  testar inicialmente : “não há diferenças entre receitar A ou B”.

Em (ii), a utilização do equipamento do tipo B por um grupo de n estudantes , pode beneficiar a uns e prejudicar a outros, considerando que a adaptação de cada estudante ao equipamento B é individual, ou seja, os escores tanto podem ser altos quanto baixos.

Para testar se existe diferença significante entre dois “procedimentos”, digamos A e B ,  N elementos são divididos em dois grupos de m e n elementos, (N = m + n). O procedimento A será aplicado aos m elementos e o  procedimento B aos n elementos.

Os resultados dos N elementos serão ordenados , sendo  WA  e WB as somas das ordens  dos grupos de m e n elementos, respectivamente. 

Escolhendo WB como estatística para o teste, as hipóteses a serem testadas são:



H0 : “não há diferença entre os procedimentos A e B”



H1 : “o procedimento B é melhor ou pior do que o A”

A hipótese nula será rejeitada quando  (WB £ c1) ou (WB ³ c2), onde c1 < c2 . Considerando a simetria da distribuição de 
[image: image812.wmf](

)

(

)

B1B2

WcouWc

£³

 , as constantes c1 e c2 serão determinadas a partir da fixação do nível de significância a, como segue:





[image: image813.wmf](

)

(

)

B1B2

1

PWcPWc

2

£=³=a


Como a simetria se dá em relação ao ponto 
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Rejeitaremos H0  quando:
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onde w é valor observado de WB.


Cálculo do 
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-valor:  

A  região de rejeição é equivalente ao evento 
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Assim, temos que:
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Obs: 
Para valores suficientemente grandes de m e de n , de forma que N®

SYMBOL 165 \f "Symbol" \s 12¥, 
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Obs:  Na presença de “ordens empatadas” a distribuição de 
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Exemplo 6.12

Em um estudo sobre o efeito da hipnose , 16 elementos foram divididos ao acaso em um grupo de  n = 8 elementos a serem hipnotizados e m = 8 elementos de controle. Quando os resultados do experimento foram analisados verificou-se que a medida da respiração tomada de cada um dos N elementos resultou inesperadamente alta, no início da experiência,  para aqueles que foram hipnotizados, em relação ao grupo de controle. As observações foram as seguintes:

	Controle
	3,99
	4,19
	4,21
	4,54
	4,64
	4,69
	4,84
	5,48

	Tratamento
	4,36
	4,67
	4,78
	5,08
	5,16
	5,20
	5,52
	5,74


As ordens registradas são as seguintes:

	Controle
	1
	2
	3
	5
	6
	8
	10
	14

	 Tratamento
	4
	7
	9
	11
	12
	13
	15
	16


Embora os dados pareçam sugerir um teste unilateral, este não é apropriado neste caso, pois a correspondente diferença na outra direção (medidas de respiração baixas antes da hipnose) , já havia sido detectada e testada. A hipótese de que não há diferença,  tem sido rejeitada para uma significante diferença em qualquer direção.

Para n = m = 8, a Tabela T2 fornece  
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Assim
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, e portanto, ao nível de significância de aproximadamente a = 0,05 , os dados observados são significantes se
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A soma das ordens dos hipnotizados é  w  = 87 e portanto |w-68| = 19, resultando então na rejeição da hipótese de que não há diferença , ao nível de a @ 0,05.

O 
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, obtido sem correção de continuidade.

6.7 - Teste de Aderência de Smirnov - Baseado em Postos

Recordemos inicialmente que,dado um conjunto de valores amostrais 
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, a função de distribuição da distribuição de freqüência da amostra é dada por, 
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, para todo x ( R.

Se por exemplo k = 5, a função 
[image: image833.wmf](

)

Fx

 é a que está descrita no quadro abaixo:

	x
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	F(x)
	0,20
	0,40
	0,60
	0,80
	1,00


Consideremos  N observações  X’s, das quais m serão  de “controle”  e n de “tratamento”, sendo n + m = N, de acordo com as definições do exemplo 6.1.

Representemos por 
[image: image839.wmf]ct
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 os valores observados das variáveis 
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, que se identificam às observações dos grupos de controle e tratamento, i = 1,2,...,m e 

j = 1,2,3,...,n, respectivamente. 

Sejam 
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 as funções de distribuições das distribuição de freqüência das observações dos grupos de controle e tratamento, respectivamente, isto é:
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Se para todo x, seja de controle ou de tratamento, 
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,  isto é, se 
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, então as observações do grupo de tratamento tendem a ser maiores do que as de controle, como se pode observar na figura 2  abaixo, ilustrando o caso em que 

 k = 5, sendo n = 3 e m = 2. 
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Analogamente, se 
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  o contrário ocorre. Em geral, qualquer diferença entre 
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 corresponde à alguma diferença entre os valores observados nos grupos de controle e tratamento, respectivamente.

Para um x arbitrário, a maior distância entre as funções de distribuições é uma medida conveniente para  detectar a significância da diferença entre as duas funções de distribuições.

Seja a variável aleatória definida por, 
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e consideremos a hipótese nula:  
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”os valores observados de 
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 são originários de uma mesma população X”.

Pequenos valores de 
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 sugerem que os gráficos de 
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 se aproximam e há uma pequena diferença entre os valores observados dos grupos em estudo. Por outro lado, grandes valores de 
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 indicam que os gráficos diferem acentuadamente e isto reflete o fato de que os dois conjuntos de observações tem origens em distribuições diferentes. 

A hipótese H0  será rejeitada se  
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 for suficientemente grande, digamos, quando 
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Veremos agora, através de um exemplo,  que este teste pode ser definido como  um teste baseado em ordens, visto que  
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 depende somente das ordens atribuídas às  observações e não propriamente dos valores reais das observações.

Exemplo 6.13

Suponhamos N = 3, m = 2 e n = 1. Assim, as possíveis atribuições de ordens são:
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No caso (b), por exemplo, as ordens assinaladas mostram que 
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, onde os índices subscritos entre parênteses indicam que os valores x’ estão em ordem crescente.    No gráfico à esquerda da figura 3 abaixo, observamos que a maior diferença entre 
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 é  igual a 1/2.
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No caso (a), ilustrado  no gráfico à direita da figura 3 , as ordens assinaladas mostram 
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 , e vemos que a maior diferença entre 
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 é igual a 1.

Claramente,  as ordens dos dois grupos determinam as posições relativas onde as funções 
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 sofrem “saltos”, e estas posições são as mesmas se os valores observados fossem considerados em vez das ordens. As diferenças entre  as duas funções,   não se alteram quando substituímos os valores observados por suas ordens.

Uma importante conseqüência deste fato é que  
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=D depende apenas das ordens atribuídas às observações e não delas propriamente, e que a distribuição de probabilidades de D  é determinada a partir de:
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Obs:
Os valores de 
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 para (a), (b) e (c), são respectivamente 1, 1/2 e 1, e sob a hipótese H0 estes valores são equiprováveis , de tal forma que a distribuição nula de
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  é,  
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A distribuição de D para m = n é particularmente simples. Cada uma das funções  
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 assume valores 0, 1/n, 2/n, ..... , (n-1)/n, 1,   e os possíveis valores de D são os mesmos.

Se  
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, mostra-se  que quando m = n, 
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 , 

onde a soma algébrica no numerador se estende enquanto 
[image: image874.wmf]na, n2a,n3a,....
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 forem maiores  ou  iguais  a zero, ou seja,   n-ia(0,  i=1,2,3,...

A demonstração desta fórmula é devida a Gnedenko e Korolyuk - 1951, e a Tabela T3 fornece  
[image: image875.wmf]P(Dd)
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 para n = 1, 2, 3, ... , 30.

Exemplo 6.14

Numa comparação entre duas drogas usadas para aliviar dores pós-cirúrgicas, foram obtidos os seguintes números de horas de alívio,  de 16 pacientes, dos quais m = 8 haviam recebido a droga A, enquanto que n = 8 receberam a droga experimental B.

	
	A:
	6.8
	3.1
	5.8
	4.5
	3.3
	47.
	4.2
	4.9

	
	B:
	4.4
	2.5
	2.8
	2.1
	6.6
	0.0
	4.8
	2.3


Suponha possível que a droga B possa proporcionar maior ou menor alívio que a droga A, ou que os efeitos das duas podem diferir por outras formas. Por exemplo, A pode ser mais eficiente para pacientes susceptíveis, mas menos eficiente para pacientes tolerantes a dores.

Neste estado de incerteza, o primeiro passo é decidir se há alguma diferença entre as duas drogas, e para isso aplicaremos o teste de Smirnov para testar 

H0 : “não há diferença entre os efeitos de A e B” .

Atribuindo ordens aos valores observados, obtemos o quadro abaixo,

	
	A:
	6
	7
	8
	10
	11
	13
	14
	16

	
	B:
	1
	2
	3
	4
	5
	9
	12
	15


Um método prático para determinar as diferenças entre  
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 consiste em alinhar estas distribuições lado a lado, nas ordens de 1 a 16, como demonstrado na

tabela que segue, 

	x
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	1
	1/8
	0
	1/8

	2
	2/8
	0
	2/8

	3
	3/7
	0
	3/8

	4
	4/8
	0
	4/8

	5
	5/8
	0
	5/8

	6
	5/8
	1/8
	4/8

	7
	5/8
	2/8
	3/8

	8
	5/8
	3/8
	2/8

	9
	6/8
	3/8
	3/8

	10
	6/8
	4/8
	2/8

	11
	6/8
	5/8
	1/8

	12
	7/8
	5/8
	2/8

	13
	7/8
	6/8
	1/8

	14
	7/8
	7/8
	0

	15
	8/8
	7/8
	1/8

	16
	8/8
	8/8
	0


A máxima diferença entre as funções de distribuições ocorre quando 
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A mesma probabilidade obtemos quando usamos a  fórmula apresentada anteriormente:
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6.8 - Distribuição Assintótica para a Estatística D.

Para grandes valores de m  e de n, ou seja,  quando N ( (, a distribuição nula de D não é Normal.  A Tabela T4 apresenta os valores K(z), tais que , 
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Obs: A aproximação em questão é respaldada por um teorema limite, o qual para o presente problema, é devido a  Smirnov. 

Exemplo 6.15
Como ilustração da aproximação calculemos a probabilidade 
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que é um valor satisfatório como aproximação da probabilidade  0,0870 , obtida anteriormente. 

6.9 – Teste de Aderência de Kolmogorov-Smirnov – 2 amostras

O teste de Smirnof (a estatística D) permanece válido se não atribuirmos ordens (postos) aos valores observados, conforme se vê no exemplo abaixo:

Exemplo 6.16

Dadas as amostras efetivas testar a hipótese 
[image: image887.wmf]0

H:

 “as amostras tem origem em uma mesma população”
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As duas primeiras colunas da tabela abaixo apresentam os valores de x e y ordenados e as demais colunas são de cálculo imediato:

	x
	y
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	-1,5
	
	0,2
	0
	0,2

	-0,8
	
	0,4
	0
	0,4

	
	-0,7
	0,4
	0,2
	0,2

	-0,6
	
	0,6
	0,2
	0,4

	0,3
	
	0,8
	0,2
	0,6

	  
	0,4
	0,8
	0,4
	0,4

	
	0,6
	0,8
	0,6
	0,2

	1,0
	
	1,0
	0,6
	0,4

	
	2,0
	1,0
	0,8
	0,2

	
	3,0
	1,0
	1,0
	0


O valor máximo é d = 0,6 e a probabilidade de significância é  

p-valor (0,6) =  
[image: image892.wmf](

)

5,55,5

10

2

2

390

PD0,6PD0,3571

10

5252

5

æö

´

ç÷

æö

èø

³=³===

ç÷

æö

èø

ç÷

èø

 

Desta forma concluímos que os dados não são significantes e assim não podemos rejeitar a hipótese nula de que as amostras tem origem única.

6.10 – Teste de  Aderência de  Kolmogorov-Smirnov – 1 amostra

(não baseado em postos)

Ref: C.H.Kraft and C.V. Eeden –Parte II - 18

Seja 
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 uma amostra de observações de uma variável aleatória X . O teste de aderência da série de observações a uma distribuição teórica, devido a Kolmogorov-Smirnof é baseado na estatística 
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onde 
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 é a função de distribuição da amostra de observações 
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 definida por:
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(6.10.1)
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e F(t) é uma hipotética função de distribuição de uma variável aleatória do tipo contínuo.

A hipótese nula é descrita por:
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 tem origem em X, com função de distribuição F(t)" 

que será rejeitada quando 
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 , isto é, quando D assumir um valor "alto".

Em outras palavras 
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A tabela M  fornece o p-valor de n
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, valor observado de 
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 e a hipótese nula será rejeitada segundo o critério do teste de significância. 

Exemplo 6.17

Suponha que uma amostra  
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 tenha apresentado os seguintes valores:

	10
	4
	20
	8
	28
	2
	7
	12
	-13
	-7


e a hipótese nula seja : 
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 tem origem em Y, normal de média 5 e desvio padrão 10"

Se Y tem distribuição normal com aqueles parâmetros,  então a amostra 
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As observações 
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 neste caso são :

	0,5
	-0,1
	1,5
	0,3
	2,3
	-0,3
	0,2
	0,7
	-1,8
	-1,2


A tabela que segue mostra para cada 
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 os valores de 
[image: image913.wmf](

)

(

)

(

)

+

-

i

i

i

x

F

e

x

F

,

x

F

.

Os valores de 
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	-1,8
	0,0359
	0,1
	0
	0,0641
	0,0359

	-1,2
	0,1151
	0,2
	0,1
	0,0849
	0,0151

	-0,3
	0,3811
	0,3
	0,2
	0,0821
	0,1821

	-0,1
	0,4602
	0,4
	0,3
	0,0602
	0,1602

	0,2
	0,5793
	0,5
	0,4
	0,0793
	0,1793

	0,3
	0,6179
	0,6
	0,5
	0,0179
	0,1179

	0,5
	0,6915
	0,7
	0,6
	0,0085
	0,0915

	0,7
	0,7580
	0,8
	0,7
	0,0420
	0,0580

	1,5
	0,9332
	0,9
	0,8
	0,0332
	0,1332

	2,3
	0,9893
	1,0
	0,9
	0,0107
	0,0893


Assim, 
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Consultando a tabela M, vemos que 
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 de forma que os dados não são significantes e portanto não rejeitamos a hipótese nula.

Exemplo 6.18

Quinze valores de uma variável aleatória uniforme em (0,1) foram gerados pelo software Excel (1ª coluna) e estes foram transformados em valores de uma exponencial de parâmetro 
[image: image926.wmf]l
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 (2ª coluna), através da transformada integral de probabilidades. Teste a hipótese de que o processador Excel é eficiente.
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	0,382
	0,05347
	0,00162
	0,0145
	0,0667
	0
	0,0522
	0,0145

	0,101
	0,01179
	0,00366
	0,0324
	0,1333
	0,0667
	0,1010
	0,0343

	0,596
	0,10084
	0,00517
	0,0455
	0,2000
	0,1333
	0,1545
	0,0879

	0,899
	0,25485
	0,01179
	0,1007
	0,2667
	0,2000
	0,1660
	0,0993

	0,885
	0,23994
	0,01658
	0,1386
	0,3333
	0,2667
	0,1947
	0,1281

	0,958
	0,35347
	0,01992
	0,1641
	0,4000
	0,3333
	0,2359
	0,1692

	0,014
	0,00162
	0,02755
	0,2196
	0,4667
	0,4000
	0,2471
	0,1804

	0,407
	0,05814
	0,03123
	0,2450
	0,5333
	0,4667
	0,2883
	0,2216

	0,863
	0,22106
	0,05347
	0,3820
	0,6000
	0,5333
	0,2180
	0,1513

	0,139
	0,01658
	0,05814
	0,4074
	0,6667
	0,6000
	0,2592
	0,1926

	0,245
	0,03123
	0,10084
	0,5965
	0,7333
	0,6667
	0,1368
	0,0702

	0,045
	0,00517
	0,22106
	0,8632
	0,8000
	0,7333
	0,0632
	0,1299

	0,032
	0,00366
	0,23994
	0,8846
	0,8667
	0,8000
	0,0179
	0,0846

	0,164
	0,01992
	0,25485
	0,8991
	0,9333
	0,8667
	0,0342
	0,0324

	0,220
	0,02755
	0,35347
	0,9585
	1,0000
	0,9333
	0,0415
	0,0251


O máximo valor dos módulos é 0,2883.Consultando a tabela M, vemos que
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e, interpolando linearmente
[image: image936.wmf]*

, obtemos p-valor (0,2883) = 0,152 ,  de forma que os dados não são significantes para rejeitarmos a hipótese nula.
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7 - Testes Sinalizados.

7.1 -  Teste de Wilcoxon - Ordens Sinalizadas

O Teste do Sinal, discutido anteriormente, utiliza somente os sinais das diferenças entre os N pares. Testes mais eficientes são possíveis quando os valores das diferenças são considerados.

Exemplo 7.1

Para testar se um novo fertilizante proporciona uma produção maior que o fertilizante que vinha sendo utilizado, três plantações de morangos foram divididas, cada uma ,  em duas partes iguais,  às quais foram aplicadas os dois fertilizantes ao acaso. 

Há então três pares, cada um constituído pelas  duas partes de cada plantação. Suponha que as produções em toneladas (t) tenham sido 76 t  e 78 t na primeira , 82 t  e 91 t na segunda e 80 t  e 86 t  na terceira plantação, respectivamente, desconhecendo-se para cada escore se o fertilizante aplicado é o antigo ou o novo.. 

O teste do sinal observa somente o número de pares nos quais o novo fertilizante obteve maior rendimento. Se por exemplo  é o caso de dois dos pares, é de interesse então saber quais. 

Os resultados parecem mais significantes nas plantações com diferenças 6 e 9 do que nas plantações de diferenças 2 e 6. Isto sugere construir um teste baseado não somente nos sinais das diferenças mas também nas ordens nas quais os sinais são assinalados.

Considerando que cada diferença pode ser positiva ou negativa temos 

  combinações possíveis conforme descrição abaixo:

	Diferenças
	
	-2
	-6
	-9
	
	-2
	-6
	+9
	
	-2
	+6
	-9
	
	-2
	+6
	+9

	Ordens sinalizadas
	
	-1
	-2
	-3
	
	-1
	-2
	+3
	
	-1
	+2
	-3
	
	-1
	+2
	+3


	Diferenças
	
	+2
	-6
	-9
	
	+2
	-6
	+9
	
	+2
	+6
	-9
	
	+2
	+6
	+9

	Ordens sinalizadas
	
	+1
	-2
	-3
	
	+1
	-2
	+3
	
	+1
	+2
	-3
	
	+1
	+2
	+3


As ordens sinalizadas da quarta combinação, por exemplo,  significam que a diferença com o menor valor absoluto (2) é negativa e as com maior valor absoluto (6 e 9) são positivas.

Sob a hipótese  H0 : “não há efeito no tratamento”  a diferença novo-antigo na primeira plantação é igual a -2 ou 2, cada uma com probabilidade 1/2. O mesmo ocorre com as outras duas plantações. Por outro lado os sinais das três diferenças ocorrem independentemente, e portanto cada uma das combinações acima descritas tem probabilidade 1/8. Isto estabelece a distribuição nula do Teste das Ordens Sinalizadas de Wilcoxon.

Sejam então N pares de elementos, onde em cada par seleciona-se aleatoriamente o elemento a ser “tratado”. Suponhamos que N+ = n das diferenças entre as observações dos “tratados” e “controle” são positivas e as demais N- = m = N-n são negativas.

Consideremos as N diferenças ordenadas em função de seus valores absolutos. A cada ordem atribuída associaremos o sinal da diferença.

O modelo em questão não admite empates entre os valores absolutos das diferenças e estas não podem ser nulas. A consideração de empates e nulidade das diferenças será estudada adiante. 

Representemos as ordens cujos sinais são negativos por 

 , e aquelas com sinais positivos por 

 , de tal forma que os 

  são  os inteiros 1,2,3,.....,N.

Há   

 possíveis combinações  de sinais, ou seja  

 e cada uma é especificada  completamente pelo conjunto 
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Obs 1: Se n = 2  e  

 , as ordens   sinalizadas são +1 , -2 , -3 , -4 , . . . , -(N-1) e  (+N) e esta combinação corresponde ao caso em que as diferenças com menor e maior absoluto são positivas e as demais são negativas.

Obs 2: Se n = N-1 e  

, as ordens sinalizadas são  +1, -2, +3, +4, ...... , +N, e a diferença do segundo maior valor absoluto é negativa e as demais são positivas. 

Notemos que para um fixado n há 
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 possíveis escolhas para o conjunto 
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, e tendo em vista que n pode assumir os valores 0,1,2,..., N , o total de possíveis escolhas para os valores de S,  é:
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Sob a hipótese H0 : “não há efeito no tratamento” , e considerando que em cada par,  
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e que as atribuições dos N sinais são independentes, então as 

 possíveis combinações tem probabilidade 

.

Visto que cada combinação corresponde a exatamente um valor de n e 
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, a distribuição conjunta destas variáveis é dada por :
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(7.2)

Rejeitaremos a hipótese H0: “não há efeito no tratamento” se a soma das ordens sinalizadas positivamente for suficientemente alta, ou seja, se
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Nota:

O critério de rejeição deste teste (Wilcoxon-Ordens Sinalizadas) é o mesmo que no teste (Wilcoxon-Soma das Ordens). No entanto, notemos que naquele caso o valor de n era fixado, enquanto neste, o número  n é a determinação de uma variável aleatória, que assume os valores  0,1,2,3...,N.  

7.1.1 - Determinação da distribuição de VS (N=3):

Exemplo 7.2

Para N = 3 temos 8 combinações possíveis e para cada uma destas corresponde um valor v para VS, conforme é mostrado na tabela que segue,

	Ordens Sinaliz.
	
	v

	-1
	-2
	-3
	
	0

	-1
	-2
	+3
	
	3

	-1
	+2
	-3
	
	2

	-1
	+2
	+3
	
	5

	+1
	-2
	-3
	
	1

	+1
	-2
	+3
	
	4

	+1
	+2
	-3
	
	3

	+1
	+2
	+3
	
	6


Assim, 

	v
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
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	1/8
	1/8
	1/8
	2/8
	1/8
	1/8
	1/8


Em resumo, denotando por #(v;N) o número de combinações das ordens de 1 a N para as quais a soma das ordens sinalizadas positivamente é igual a v, temos:
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e assim a distribuição nula pode ser obtida pela determinação, através de enumeração, do valor #(v;N).

Exemplo 7.3

Freqüentemente os ratos em um laboratório de pesquisa sofrem lesões causadas por experiências científicas e um procedimento padrão é o de aplicar suturas nestas lesões. Um novo processo de fita tampão foi sugerido e, para testar sua eficiência,  foram feitas incisões nas costas de 10 ratos tendo sido usados os dois procedimentos em cada rato. A força de tensão em cada lesão foi medida após 40 dias e os resultados são a seguir relacionados.

	Rato
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Tampão
	659
	984
	397
	574
	447
	479
	676
	761
	647
	577

	Sutura
	452
	587
	460
	787
	351
	277
	234
	516
	577
	513


	Difer.
	207
	397
	-63
	-213
	96
	202
	442
	245
	70
	64

	Ord.Sin
	6
	9
	-1
	-7
	4
	5
	10
	8
	3
	2


Suponhamos que se deseja testar a hipótese H0 : “não há efeito no novo tratamento”. Visto que há poucas ordens sinalizadas negativamente, é mais conveniente trabalhar com a variável  

 que representa a soma das ordens sinalizadas negativamente já que a soma 
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 é uma constante e que a grandes valores de VS corresponde pequenos valores para VR.

O valor observado de VR é igual a 1+7=8 e visto que pequenos valores de VR são significantes, o 

-valor do teste é dado pela probabilidade 
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. Para determinar esta probabilidade basta determinar #(vr ;10), listando os valores de m e 
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 para os quais VR £ 8.

m = 0     vazio

m = 1     r1 : 1,2,3,...,8

m = 2    (r1,r2) : (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (3,4), (3,5)

m = 3    (r1,r2,r3) : (1,2,3), (1,2,4,), (1,2,5), (1,3,4) 

O número total de casos é portanto 1+8+12+4=25, e o 

é igual a
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Se o Teste do Sinal fosse usado neste caso, obteríamos 
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, o que registra um resultado menos significante que o obtido pelo Teste das Ordens Sinalizadas. 

Nota:

No Cap. 4, Sec. 3, Lehamn-1975, uma detalhada comparação entre os dois testes indica que o teste das Ordens Sinalizadas de Wilcoxon é  mais poderoso do que o Teste de Sinal, principalmente pelo tipo de dados que comumente aparecem na prática, isto é,  aquele teste tem melhor chance de detectar a diferença nos tratamentos, quando ela existe. Por esta razão, o teste de Sinal é aplicado somente nos casos em que apenas os sinais das diferenças  estão disponíveis e não os seus valores.

A Tabela T6 apresenta os valores das probabilidades 
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 para valores N £ 20 , ressaltando aqui que as distribuições nulas de VS e VR são idênticas. Por outro lado, observa-se que tal distribuição nula é simétrica em torno de  

. Para ilustrar, recordando o último exemplo , com N = 10 e v = 8, encontramos na Tabela T6,  
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Para valores de N > 20, podemos usar o Teorema do Limite Central pois VS é a soma de variáveis aleatórias independentes com média e variância conforme abaixo.

Recordemos que 

 , onde Si são as ordens sinalizadas positivamente e que n é a determinação de uma variável aleatória que assume os valores 0,1,2,3,....,N. Por outro lado as variáveis Si assumem as determinações  k=1,2,3,....,N  se a k-ésima diferença   for positiva. 

Podemos então,  escrever VS da forma abaixo:
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onde  

 = 1  com probabilidade 1/2 se a k-ésima   diferença é positiva e 

 = 0 , com probabilidade 1/2 se a k-ésima diferença por negativa.

A variável   indicadora 

  tem distribuição de Bernoulli de parâmetro p=1/2 e portanto:
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Assim temos, 
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Para ilustrar , calculemos a probabilidade 
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, com N=10, calculada no exemplo anterior. Considerando que  E(VR) = 27,5  e  Var(VR) = 96,25, temos:
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Nota:

 Uma comparação mais detalhada  entre as probabilidades exatas e aproximadas (com ou sem correção) pode ser analisada em Lehmann - 1975, Table 3.1, pág. 128.

7.2 -  Teste de Wilcoxon  - Ordens Sinalizadas  (com empates)

Exemplo 7.4

Suponhamos por exemplo que N = 7 pares de elementos  são questionados para decidir se um certo procedimento é:  muito ruim (-2), ruim (-1), indiferente (0), bom (1) e muito bom (2) e que os resultados foram os seguintes:

	Controle
	-1
	-2
	1
	2
	0
	-1
	0

	Tratamento
	0
	0
	0
	2
	0
	1
	0

	
	
	
	
	
	
	
	

	Diferenças
	1
	2
	-1
	0
	0
	2
	0


Os valores absolutos das sete diferenças (em ordem crescente) e suas respectivas ordens médias são:
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	0
	0
	0
	1
	1
	2
	2

	Ordens Médias
	2
	2
	2
	4,5
	4,5
	6,5
	6,5


Multiplicando cada ordem média por  +1, -1 ou 0, conforme a diferença seja positiva, negativa ou nula, obtemos as seguintes ordens médias sinalizadas:

	Diferença
	-1
	0
	0
	0
	+1
	+2
	+2

	Ordens Médias Sinalizadas
	-4,5
	*
	*
	*
	+4,5
	+6,5
	+6,5


A soma das ordens médias sinalizadas positivamente é então:
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4,5 + 6,5 + 6,5  = 17,5

Neste modelo os zeros podem ser desprezados e assim temos quatro ordens médias não nulas e 16 combinações possíveis. Registremos aqui que as diferenças nulas somente são descartadas após terem sido computadas as ordens médias.
No presente caso há 24 possíveis combinações e abaixo são descritos os diferentes conjuntos de ordens médias sinalizadas, os valores da soma 

 e respectivas probabilidades:
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	nenhuma
	
	0,0
	1/16

	
	
	
	4,5
	
	4,5
	2/16

	
	
	
	6,5
	
	6,5
	2/16

	
	
	4,5
	4,5
	
	9,0
	1/16

	
	
	4,5
	6,5
	
	11,0
	4/16

	
	
	6,5
	6,5
	
	13,0
	1/16

	
	4,5
	4,5
	6,5
	
	15,5
	2/16

	
	4,5
	6,5
	6,5
	
	17,5
	2/16

	4,5
	4,5
	6,5
	6,5
	
	22,0
	1/16


A probabilidade de v = 4,5 é 2/16 pois há duas escolhas possíveis da ordem média 4,5. Por outro lado há 4 escolhas possíveis para o par de ordens médias 4,5 e 6,5 , com v = 11, e portanto a probabilidade deste valor é 4/16.

Se grandes valores de 

 são significantes, então o 

-valor para os dados observados é 
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Tabelas para a distribuição exata de 

 são impraticáveis e a enumeração se torna rapidamente inviável quando N cresce suficientemente, e como solução recorremos ao Teorema do Limite Central.

Para isso precisamos da média e da variância de 

  abaixo apresentadas:
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(7.3)

onde d0 é o número de diferenças nulas e 
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(7.4)

onde            
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Os valores de di , i = 1,2,3,...,k são os definidos para o cálculo correspondente da 
[image: image973.wmf](

)

S

VarW

*

 e a demonstração de (7.3) e (7.4)  estão em Lehamnn - 1975 , Appendix, A.30 e A.31.

Notemos que se 
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 para todo i, a média e variância de 
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 são as mesmas.

Quando o número de diferenças não nulas cresce indefinidamente, a distribuição de 

  é assintoticamente normal com média e variância dadas por  (7.3) e (7.4).

Exemplo 7.5

Em um estudo sobre o efeito da vitamina B no aprendizado, 74 crianças de um orfanato foram divididas em 37 pares que apresentavam certas características homogêneas. Uma criança de cada par foi selecionada ao acaso para receber a vitamina B e a outra recebeu um placebo (substância inócua) servindo assim de controle. Embora o estudo inicialmente tivesse o objetivo de testar  aprendizagem, outras variáveis foram  observadas, como por exemplo, o  QI de cada criança. A tabela seguinte mostra o ganho em QI obtido após 6 semanas de experiência por 12 dos pares.

	Par
	2
	5
	8
	11
	14
	17
	20
	23
	26
	29
	32
	35

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Tratamento
	14
	18
	2
	4
	-5
	14
	-3
	-1
	1
	6
	3
	3

	Controle
	8
	26
	-7
	-1
	2
	9
	0
	-4
	13
	3
	3
	4

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Diferença
	6
	-8
	9
	5
	-7
	5
	-3
	3
	-12
	3
	0
	-1

	OM Sinaliz.
	8
	-10
	11
	6.5
	-9
	6.5
	-4
	4
	-12
	4
	1*
	-2


Para testar a hipótese H0 : “não há aumento de QI com tratamento” contra a hipótese  de que as crianças tratadas apresentam um maior QI do que aquelas não tratadas, podemos aplicar o teste de Wilcoxon - Soma das Ordens Sinalizadas. 

Registremos que: 


Assim sendo, 
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O valor observado da estatística de teste 

 é  
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v = 40 

Calculando o 

-valor temos:  
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ou seja, o 
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p

-valor é igual a 0,4562.  A probabilidade de se obter um valor tão ou mais extremo que o valor observado v = 40 é razoavelmente alta,  e portanto,  não rejeitamos a hipótese nula.

8. Teste de Kruskal-Wallis  -   Comparação de vários tratamentos.

Estudos comparativos freqüentemente envolvem não apenas dois, mas três ou mais tratamentos. Podemos por exemplo comparar o efeito de várias dietas, a autonomia de três veículos iguais  abastecidos com três diferentes marcas de combustível, as previsões de tempo feitas por quatro diferentes meteorologistas, etc...

Exemplo 8.1

Para verificar se existe alguma diferença entre três marcas A, B e C de tranqüilizantes, 7 pacientes (comparáveis) de uma clínica de doenças nervosas foram selecionados aleatoriamente para se submeterem aos tratamentos, da seguinte forma:  dois para cada um dos tratamentos A e C e três para o B. Após um mês o efeito do tratamento foi analisado e as seguintes ordens foram observadas ( quanto maior a ordem maior é o efeito).




A :        2,4




B :     3,5,7




C :        1,6

Visto que sob a hipótese H0 : “não há diferença nos tratamentos”, a ordem de cada paciente é determinada apenas pelo estado de sua doença, podemos imaginar que a ordem de cada paciente foi atribuída antes de cada um receber seu tratamento.

A divisão dos pacientes em três grupos de tratamento também divide as sete ordens em três grupos, e,  considerando a aleatoriedade da atribuição, cada possível combinação é igualmente provável.

O número possível de combinações para o tratamento A é 
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. Para cada uma destas combinações  há 
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 maneiras de atribuir 3 pacientes ao tratamento B. Após definidos os grupos de tratamento A e B, as ordens do grupo de tratamento C ficam perfeitamente especificadas.

Abaixo exemplifica-se as atribuições de todas as ordens para os casos em que as ordens de A são (1, 3) , (1,6)  e  (2,3).

	A-0rdens
	
	B-ordens

	13
	
	245
	246
	247
	256
	257
	267
	456
	457
	467
	567

	16
	
	234
	235
	237
	245
	247
	257
	345
	347
	357
	457

	23
	
	145
	146
	147
	156
	157
	167
	456
	457
	467
	567


O total de combinações possíveis de atribuições de ordens aos três tratamentos é 
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 e, sob a hipótese H0 cada uma destas possibilidades tem probabilidade igual a 1/210.

Generalizemos tal modelo. Suponhamos que N elementos estão  disponíveis para comparação de s tratamentos e que decidiu-se alocar n1 elementos ao tratamento 1, n2 elementos ao tratamento 2, e assim sucessivamente, ns elementos ao tratamento s, de tal forma que: 
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 , sendo os elementos distribuídos aleatoriamente entre os s tratamentos, e, por conseqüência a probabilidade de cada possível escolha é 
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Após o estudo, os N elementos são ordenados de acordo com alguma medida de observação. Denotemos as ordens do i-ésimo grupo por:
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 tal que:
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Sob a hipótese H0 as 
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 combinações possíveis dos inteiros 1,2,3,...,N em s grupos de tamanhos 
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 de ordens, são tais que:
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função esta que define a distribuição nula de H0.

Na construção de uma estatística de teste não é suficiente especificar a hipótese nula. Realmente esta formulação é uma simplificação do problema. Se a hipótese nula é  rejeitada, de que maneira os tratamentos diferem? Qual o melhor? Quais deles são aceitáveis e quais podem ser descartados?

Supondo que o tratamento influencia nas respostas (valores observados), há então uma ordem entre os diferentes tratamentos: um tende a produzir respostas menores, um seguinte tende a produzir respostas próximas ao anteriormente citado, e assim por diante. Uma medida que poderia classificar os diversos tratamentos em teste é a média de suas ordens, que será representada por:
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Se os tratamentos diferem amplamente entre si , esperamos grandes diferenças entre as médias 
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 . Se por outro lado a hipótese H0 é verdadeira, os valores 
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  devem ser  próximos (pouco dispersos) de sua média geral 
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, calculada por:
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Assim, uma indicação da validade de H0 deve ser uma estatística que mostre o quanto as médias 
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Uma conveniente estatística para este fim é a  estatística de Kruskal- Wallis que é uma média ponderada dos quadrados das  diferenças entre as médias 
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  e a média geral das ordens, 
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, conforme abaixo:
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onde os pesos  definidos são escolhidos de forma a proporcionar uma aproximação razoável da distribuição nula, quando os valores ni são suficientemente grandes.

Visto que K = 0 quando todas as 
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  são iguais e assume um valor alto quando há diferenças significantes entre as 
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  , então a hipótese H0 é rejeitada para valores suficientemente grandes de K, ou seja quando (K ( c).

Na estatística K, substituindo   
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 é a soma das ordens do i-ésimo tratamento, a estatística de Kruskal-Wallis pode ser rescrita da forma:
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Finalmente, temos:
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Para determinar o valor crítico c que corresponde a um fixado nível de significância (  é necessário  computar a distribuição nula de K. Em princípio isto não é difícil dado que a probabilidade de cada combinação de ordens possível  é conhecida.

Consideremos por exemplo,  o caso em que N = 7, n1 = n3 = 2 e n2 = 3, referente ao exemplo dos tranqüilizantes A, B e C.

Naquele exemplo, os valores observados resultaram nas seguintes ordens:



          A :        2,4




B :      3,5,7




C :        1,6

Assim, temos
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De forma que
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K = 
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Desta maneira é possível calcular o valor de K correspondente a cada um dos 210 casos, e construir a distribuição nula de K, visto que cada caso é equiprovável com probabilidade 1/210.

Infelizmente, exceto para muito poucos valores de N, o trabalho é proibitivo. Quando 

 s = 3 e nenhum dos tamanhos de grupos excedem 5, os valores críticos correspondentes  a valores próximos de ( =  0,01 ; 0,05 e 0,10 foram tabelados por Kruskall-Wallis e parte  deste estudo  é apresentado na Tabela T7.

Para  n1 = n3 = 2 e n2 = 3 a Tabela T7 mostra que  
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 e portanto o valor observado k = 1,18 não é significante,  e portanto não rejeitamos a hipótese nula.

Uma aproximação aceitável (vide Lehamnn - 1973, Appendix, Example 1) para a  
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 é dada pela 
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Nota 1.

Lehmann - 1975 , (5.10), pág. 207  apresenta uma comparação entre as probabilidades exatas e aproximadas para o caso s = 3 e tamanhos de grupos iguais a 5.

Exemplo 8.2

25 ratos divididos em 4 grupos de tamanhos 8, 4, 7 e 6 foram alimentados durante 12 semanas com 4 tipos de ração designadas por 
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. A tabela abaixo mostra as  “medidas” do crescimento de cada um dos ratos. Deseja-se testar se há diferenças significantes entre os 4 tipos de ração.

	Ração
	
	Crescimento
	
	Ordens
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	257
	205
	206
	164
	190
	214
	228
	203
	
	1
	4
	8
	10
	11
	14
	18
	22
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	201
	231
	197
	185
	
	
	
	
	
	2
	5
	6
	20
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	248
	265
	187
	220
	212
	215
	281
	
	
	3
	13
	15
	16
	21
	23
	25
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	202
	276
	207
	204
	230
	227
	
	
	
	7
	9
	12
	17
	19
	24
	
	


Temos então que




R1 = 88     R2 = 33    R3 = 116    R4 = 88

e 
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Na Tabela T8 temos que o valor correspondente à probabilidade 0,2407 é 4,20. Não se pode portanto rejeitar a hipótese H0 : “não há diferenças entre as rações”.

8.1 - Teste de  Kruskal-Wallis com empates.

Suponha que as N observações assumem  e  valores distintos e que d1 das N observações são iguais ao menor valor observado, d2  iguais ao segundo menor valor, etc...

Representemos as ordens médias das ni observações por 
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 e sua soma por 
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rejeitaremos a hipótese H0 : “não há diferenças entre os tratamentos” se 
[image: image1031.wmf](
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A distribuição exata da estatística  K* no presente caso se torna impraticável exceto para valores muito pequenos de N (vide ilustração disto em Lehmann - 1975 , pág. 208).

Para valores de N suficientemente altos,  podemos novamente aproximar a distribuição de K* pela distribuição qui-quadrado com s-1 graus de liberdade, igualmente como no  teste de Kruskal-Wallis sem empates nas observações ( vide Lehmann-1975, Appendix, Example 31).

Exemplo 8.3 

Abaixo temos quatro conjuntos de oito medidas: da suavidade (lisura, maciez) de um certo tipo de papel, obtidas em quatro tipos de diferentes laboratórios.

	Laboratório
	
	Medidas

	A
	
	38,7
	41,5
	43,8
	44,5
	45,5
	46,0
	47,7
	58,0

	B
	
	39,2
	39,3
	39,7
	41,4
	41,8
	42,9
	43,3
	45,8

	C
	
	34,0
	35,0
	39,0
	40,0
	43,0
	43,0
	44,0
	45,0

	D
	
	34,0
	34,8
	34,8
	35,4
	37,2
	37,8
	41,2
	42,8


Suponha que as medidas dos diferentes laboratórios são igualmente variáveis e teste a hipótese de que não há sistemáticas diferentes entre os métodos de medição dos 4 laboratórios.

Inicialmente, as medidas são ordenadas e as somas da ordens médias de cada laboratório são obtidas. A tabela abaixo mostra este procedimento:

	Laboratório
	
	Ordens médias
	
	Soma

	A
	
	9
	17
	24
	26
	28
	30
	31
	32
	
	197,0

	B
	
	11
	12
	13
	16
	18
	20
	23
	29
	
	142,0

	C
	
	1,5
	5
	10
	14
	21,5
	21,5
	25
	27
	
	125,5

	D
	
	1,5
	3,5
	3,5
	6
	7
	8
	15
	19
	
	63,5

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Total
	528,0


Conferindo,  pode-se verificar que
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O numerador de K* é, 
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Verifica-se que 26 valores dos d’s são iguais a 1 e três são iguais a 2, e,  portanto,

 o  denominador de K* é    
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Assim  K* = 12,8757, e a Tabela T8 mostra que 
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 é aproximadamente igual a 0,005, sendo portanto o valor observado significante para rejeitarmos a hipótese nula.

9.  Testes des Aleatoriedade para uma série de valores. 

Definição 9.1

Define-se  
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  valor (ou ponto) característico de uma série de valores 
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Um ponto característico será chamado de “pico” ou de “vale” conforme seja ele maior ou menor do que seus dois pontos vizinhos imediatos, respectivamente.

Para que um ponto característico (também conhecido como ponto “decisivo”) possa ser definido precisamos analisar a magnitude de três valores consecutivos da série, e , em conseqüência disto os valores  u1 e un não podem ser pontos decisivos já que u0  e un+1 são desconhecidos.

Definição 9.2 

A variável aletória Y, número de pontos decisivos em uma série de valores aleatórios.

Consideremos três valores consecutivos de uma seqüência  (ui( ,  i = 1,2,3,....,n e representemos por 1, 2 e 3 aqueles valores ordenados por ordem de grandeza crescente.

Se a série é constituída por valores aleatórios, estes três valores  podem ocorrer de  3! maneiras diferentes:

	1  2  3
	2  1  3 (*)
	3  1  2 (*)

	1  3  2 (*)
	2  3  1 (*)
	3  2  1 


Considerando a definição de ponto decisivo verificamos que dentre as 6 possibilidades de ocorrência contam-se 4 (aqueles marcados com asterísco) em que o elemento central é decisivo.

Conclui-se  daí que  a probabilidade de que um valor ui+1 , i = 1,2,3,...,(n-2) seja um ponto decisivo é igual a 2/3.

Seja então Xi+1  a variável aleatória de Bernoulli (2/3) associada ao valor ui+1 da série (un( tal que :
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Temos assim definidas (n-2) variáveis aleatórias de Bernoulli (p=2/3). 

Teorema  9.1 

A variável aleatória Y, número de pontos decisivos de uma série de n valores tem:
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Prova:

1 - Seja Y a variável aleatória que se identifica ao número de pontos decisivos em uma série de valores aleatórios:
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2 - Para calcular a variância de Y, calculemos primeiramente a 
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Observemos que:




a) O somatório tem (n-2)2  parcelas.




b) As variáveis 

 são independentes quando j ( 3 .

Escrevamos a média de Y2 substituindo  o segundo somatório de forma a separar produtos de v.a.’s dependentes e independentes:
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Na representação acima os números abaixo dos somatórios indicam o número de parcelas (iguais) dos mesmos. 

Obs:
 Verificação do número de parcelas dos somatórios.
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Calculemos a média em estudo, separadamente:

a)  
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b)  
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ou seja,  
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 é uma v.a. de Bernoulli.

Representemos por 1,2,3 e 4 quatro valores consecutivos da série 
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 ordenados por ordem de grandeza crescente. Se a série é constituída por valores aleatórios há 4! maneiras possíveis e equiprováveis destes valores ocorrerem,  sendo 10 deles definidores de “pico” ou “vale” nos dois termos centrais, conforme descrição abaixo.



1 2 3 4
2 1 3 4 
3 1 2 4 
4 1 2 3 



1 2 4 3
2 1 4 3 (*)
3 1 4 2 (*)
4 1 3 2 (*)



1 3 2 4 (*)
2 3 1 4 (*)
3 2 1 4 
4 2 1 3 



1 3 4 2
2 3 4 1 
3 2 4 1 (*)
4 2 3 1 (*)



1 4 2 3 (*)
2 4 1 3 (*)
3 4 1 2 (*)
4 3 1 2 



1 4 3 2 
2 4 3 1 
3 4 2 1 
4 3 2 1 

Assim a probabilidade de 
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c)  De forma análoga a (b) obtemos  
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d)  Para j ( 0,1,2  temos que
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Assim, voltando ao cálculo original:
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3 - Para calcular a variância, usamos o fato de que 
[image: image1061.wmf](

)

(

)

(

)

22

VarYEYEY

=-






[image: image1062.wmf](

)

(

)

2

2

4n2

40n144n131

VARY

909

-

-+

=-






[image: image1063.wmf](

)

16n29

VARY

90

-

=


9.1 - Distribuição assintótica de Y.

Muito embora as variáveis Xi+1 e Xi+j+1 não sejam independentes para     j = 0,1,2 admite-se uma aproximação da distribuição de probabilidades de Y, para n suficientemente grande, pela distribuição normal.

Assim supondo  
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 e fixado um (, não rejeitaremos a hipótese H0 : “a série (un( é constituída por valores aleatórios” se :
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[image: image1065.wmf](

)

(

)

11

22

2n22n2

16n2916n29

z ; z

390390

aa

--

éù

--

--

-+

êú

ëû


Exemplo 9. 1

Testar com ( = 0,05 ,  se a sequência de n = 80 dígitos abaixo é constituída por dígitos aleatórios. 

	4
	0
	2
	6
	3
	1
	2
	9
	2
	9
	6
	8
	8
	0
	5
	3
	2
	7
	9
	7

	
	*
	
	*
	
	*
	
	*
	*
	*
	*
	
	
	*
	*
	
	*
	
	*
	

	4
	0
	2
	1
	9
	8
	3
	8
	9
	6
	1
	2
	0
	9
	7
	5
	2
	4
	3
	7

	
	*
	*
	*
	*
	
	*
	
	*
	
	*
	*
	*
	*
	
	
	*
	*
	*
	*

	4
	0
	7
	5
	0
	2
	6
	0
	4
	2
	5
	6
	0
	3
	3
	7
	2
	3
	4
	5

	
	*
	*
	
	*
	
	*
	*
	*
	*
	
	*
	*
	
	
	*
	*
	
	
	

	9
	3
	7
	4
	2
	9
	5
	4
	6
	0
	2
	1
	5
	7
	8
	3
	2
	8
	2
	7

	*
	*
	*
	
	*
	*
	
	*
	*
	*
	*
	*
	
	
	*
	
	*
	*
	*
	


Com n = 80 , obtemos : 
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e portanto obtemos a região de aceitação de H0 com ( = 0,05 como segue:
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No quadro de dígitos acima, contam-se y = 50 pontos característicos (indicados com asterico) e portanto y ( A. Concluímos então que não podemos rejeitar a hipótese nula que os dígitos são aleatórios.

Exemplo 9.2

A série histórica que segue mostra o número de turistas que visitaram os EUA no período de 1970-1982. Teste a hipótese de que a série de valores é aleatória a um nível de significância  ( = 0,05. 




Ano         

Turistas (milhões)




1970



12.362




1971



12.739




1972



13.057




1973



13.955




1974



14.123




1975



18.698 (*)




1976



17.523 (*)




1977



18.610                                        





1978



19.842




1979



20.310




1980



22.500




1981



23.080 (*)




1982



21.916

Para n =  13 temos a seguinte região de aceitação:


A = 
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A = 
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Como Yobs =  3 ( A, não podemos aceitar a hipótese nula de que os valores da série são aleatórios.

Definição 9.3  -Teste de aleatoriedade baseados em “carreiras” 






(RUN TEST)

Uma carreira em uma seqüência de símbolos é um grupo de consecutivos símbolos de um tipo precedido e seguido por símbolos de outro tipo. Por exemplo, na seqüência abaixo
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as carreiras podem ser observadas colocando-se barras  quando houver trocas de símbolos:
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Neste exemplo temos uma carreira  de três  +'s , uma carreira de um ( , uma seguinte de dois +'s e assim por diante. Ao todo a seqüência tem seis carreiras, três carreiras de +'s e três carreiras de ('s.

Consideremos agora uma seqüência de observações (uma amostra) de uma variável aleatória X do tipo contínuo com mediana igual a 
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, isto é: 
[image: image1073.wmf](

)

0,50

PXx0,50

£=

. A cada observação x da variável aleatória X  será associada a  letra "A" se 
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 e a letra "B" se 
[image: image1075.wmf]0,50

xx

>

.

Se por exemplo, uma amostra de tamanho n = 10 de X,  resultou em: 17, 5, 8, 12, 10, 2, 4, 15, 3 e 9,  então a essa amostra, cuja mediana é 8,5  associaremos a seqüência de símbolos A e B como segue:





B A A B B A A B A B

Para simplificar, se ignorarmos a observação mediana de X quando o número de observações de X é ímpar, teremos um número par, digamos 2m, de símbolos A's e B's dos quais m são A's e m são B's..

Na seqüência há um certo número de carreiras de A's  e de B's. Sejam  
[image: image1076.wmf]AB

ReR

 o número de carreiras de A's e de B's, respectivamente, numa seqüência de 2m observações de uma variável aleatória X, e assim, o número total de carreiras tanto de A's quanto de B's, é igual a  
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Os testes baseados em "carreiras"  têm como fundamento a noção intuitiva de que um valor de R não comum, ou seja, muito pequeno ou muito grande, sugere a falta de aleatoriedade. 

Desta forma, a hipótese 
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: “ a série de observações é aleatória” será rejeitada se 
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, onde o par 
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 é tal que 
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, onde ( é o nível de significância do teste.

O número total de iterações - troca de símbolos - na amostra nos indica se ela é aleatória ou não. A ordem em que os eventos aparecem em seqüência,  nos permite concluir se há aleatoriedade  ou não. 

Por exemplo, se uma tendência crescente está presente na série de observações, os A's tendem a surgir no início e os B's no fim da seqüência de A's e de B's, produzindo um número relativamente pequeno de carreiras. 

Certos tipos de dependências entre as observações podem resultar numa sistemática troca de símbolos tanto de um lado quanto de outro da mediana, produzindo um número relativamente grande carreiras. 

Isto não se mostra visível quando analisamos simplesmente a freqüência de eventos, conforme vemos no exemplo abaixo.

Se nos informam que 40 lançamentos de uma moeda resultaram em 20 caras (H) e 20 coroas (T), não podemos imediatamente sugerir que a moeda seja perfeita, sem verificar a ordem dos acontecimentos H e T. 

Se por exemplo, os eventos ocorreram segundo a seqüência,




HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

ou então




HTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHTHT

as freqüências dos eventos H  e T são ambas iguais a 1/2, sugerindo "moeda perfeita".

No entanto, notemos que nenhuma das seqüências acima parece constituir uma seqüência aleatória de H's e T's. A moeda pode até ser perfeita (não tendenciosa), mas o processo de geração  apresenta nítida tendenciosidade.  Na primeira seqüência , apenas duas carreiras foram observadas, indicando forte tendenciosidade no lançamento da moeda., e,  a mesma suspeita está presente na segunda carreira, indicando uma dependência muito grande de uma prova em relação  à anterior, ou seja, troca de símbolo constante à cada prova. 

9.3.1. -  Número  R de carreiras em um série de n valores.    

Neste raciocínio, resta-nos buscar a distribuição da estatística R,  que se identifica ao número de carreiras observadas numa amostra.   

Sob a hipótese nula de que as observações são aleatórias, construiremos as distribuições de probabilidade das variáveis aleatórias:
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  Número de carreiras de A's na amostra





[image: image1083.wmf]B
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  Número de carreiras de B's na amostra




R   :   Número total de carreiras na amostra

Se de fato,  a hipótese nula é verdadeira, o número total de disposições possíveis e igualmente prováveis,  dos símbolos A's e B's é igual à permutação com repetição de 2m elementos dos quais m são A's e m são B's, ou seja 
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, e logicamente, a probabilidade de cada uma destas disposições ocorrer é igual a  
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Para determinar a distribuição conjunta da variável aleatória  bivariada 
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De forma que,
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Para contar o número de permutações do numerador, devemos levar em conta que:

1. Dados dois tipos de atributos A e B, se uma série de observações começa e termina com  o mesmo tipo de carreira, então o número destas é  igual ao número de carreiras do outro tipo mais uma unidade.  

Assim, se a seqüência inicia com uma carreira de A's e termina com uma carreira de A's, então x = y +1, e, se a seqüência começa com uma carreira de B's e termina com uma carreira de B's, x = y - 1. 

2. Dados dois tipos de atributos A e B, se uma série de observações começa com uma carreira e termina com  uma carreira do outro tipo, então os números de carreiras de cada tipo são iguais.

Nestas condições, não importando com qual carreira  a seqüência se inicia, x = y.

De forma que as  três condições a serem consideradas são: 





i)    x = y + 1





ii)   x = y - 1





iii)  x = y  

A probabilidade de que 
[image: image1090.wmf]A
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  difira de 
[image: image1091.wmf]B
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 por mais do que uma unidade é igual a zero, 

e , portanto, os três casos acima contemplam todas as possibilidades.

Por exemplo, se numa seqüência o número de carreiras de A's é igual a x = 2, então: 

1.  Supondo que a série inicia com uma carreira de A's e termina com uma carreira  de A's, teremos:





AAA...A BBB...B AAA...A

e neste caso x = 2 e y = 1, ou seja:  y = x-1.

2. Supondo que a série inicia com uma carreira de B's e termina com uma carreira de B's, teremos:





BBB...B AAA...A BBB....BAAA...ABBB...B

e neste caso x = 2 e y = 3 , ou seja, x = y - 1.

3.  Se x = 2, e supondo que a série inicia com uma carreira de A's (de B's) e termina com uma carreira de B's (A's), então teremos:

AAA...A BBB...BB AAA...A BBB...B    ou     
BBB...B AAA...A BBB.B  AAA.A

e neste caso, x = y = 2. 

Como exercício sugere-se ao aluno que desenvolva o raciocínio exposto para o caso 

x = 3.

No caso 1, onde x = y + 1, a seqüência começa e termina com carreiras de A's . Para dividir os A's em x grupos separados, temos (m-1) espaços entre os A's nos quais colocaremos y = x - 1 carreiras de B's. Isto pode ser feito de 
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 maneiras distintas. Uma vez estabelecidos  quais espaços entre os A's onde serão inseridas as carreiras de B's, dividiremos os B's em y grupos , e isto pode ser feito de  
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  maneiras distintas. Usando o teorema da multiplicação concluímos que x carreiras de A's e y carreiras de B's  podem ser construídas de 
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  maneiras distintas.

No caso 2, o resultado é análogo ao caso 1 e o número de disposições é a mesma, e, assim, escrevemos:





[image: image1095.wmf](

)

AB

m1m1

x1y1

PRx;Ry,seyx1

2m

m

--

æöæö

´

ç÷ç÷

--

èøèø

====±

æö

ç÷

èø


No caso 3, as seqüências começam com A's e terminam com B's ou começam com B's e terminam com A's. Em cada alternativa o número de maneiras distintas é também igual a 
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, e assim, escrevemos:
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Para completar, se 
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9.3.2 - Função de probabilidade de R

A função de probabilidade de R pode ser calculada a partir da função de probabilidade  conjunta da variável aleatória  
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, como segue:
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Se r é um número par, r = 2k, a soma tem apenas uma parcela, justamente  aquela em que x = y = k. 

Se r é ímpar, r = 2k + 1, há duas parcelas na soma: uma na qual x = k e y = k + 1, e outra onde x = k + 1 e y = k.

Finalmente,
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r = 2,3,4,..., 2m 

Para valores de m tais que 
[image: image1102.wmf]5m20
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 a tabela abaixo fornece os valores críticos de R,    conforme indicado na leitura.
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	5
	3
	8
	2
	9
	2
	9
	
	

	6
	3
	10
	3
	10
	2
	11
	2
	11

	7
	4
	11
	3
	12
	3
	12
	3
	12

	8
	5
	12
	4
	13
	4
	13
	3
	14

	9
	6
	13
	5
	14
	4
	15
	4
	15

	10
	6
	15
	6
	15
	5
	16
	5
	16

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	11
	7
	16
	7
	16
	6
	17
	5
	18

	12
	8
	17
	7
	18
	7
	18
	6
	19

	13
	9
	18
	8
	19
	7
	20
	7
	20

	14
	10
	19
	9
	20
	8
	21
	7
	22

	15
	11
	20
	10
	21
	9
	22
	8
	23

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	16
	11
	22
	11
	22
	10
	23
	9
	24

	17
	12
	23
	11
	24
	10
	25
	10
	25

	18
	13
	24
	12
	25
	11
	26
	11
	26

	19
	14
	25
	13
	26
	12
	27
	11
	28

	20
	15
	26
	14
	27
	13
	28
	12
	29


Exemplo 1

Em uma amostra de tamanho n = 6 de uma população contínua há três observações abaixo e três acima da mediana, ou seja, m = 3. O número de carreiras varia de 2 a 6 e a função de distribuição de R calculada pelas fórmulas definidas é dada na tabela abaixo:

	

r
	2
	3
	4
	5
	6
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	0,1
	0,3
	0,7
	0,9
	1,0


A título de ilustração, a função de probabilidade  origem desta 
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 é calculada como segue:
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Se um teste rejeita a aleatoriedade quando R assume o valor 2 ou 6, então o nível de significância deste teste é 
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Mostra-se que  a média e a variância de R são respectivamente,
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e que,  para grandes amostras, digamos para n > 20,  R é assintoticamente normal.

Exemplo 2

Mais uma vez,  a título de ilustração calculemos a média de R do exemplo anterior usando a função de probabilidade calculada e comparando com respectivas fórmulas apresentadas. 

a) usando a função de probabilidade,
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b) de fato, sendo m = 3, 
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Exemplo 3


Em uma siderúrgica foi realizada uma amostra de 20 partidas de carvão para verificar o percentual do conteúdo de carbono em cada uma. Use o teste de carreiras para testar a hipótese de que a amostra é aleatória.

	87
	86
	85
	87
	86
	87
	86
	81
	77
	85

	86
	84
	83
	83
	82
	85
	83
	79
	82
	73


Ordenando-se a amostra, temos:

	73
	77
	79
	81
	82
	82
	83
	83
	83
	84

	85
	85
	85
	86
	86
	86
	86
	87
	87
	87


A mediana da distribuição é igual a 
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,5, e a seqüência de símbolos A's e B's é demonstrada abaixo:





BBBBBBB/AA/BB/AAAA/B/AAAA

Para m = 10, a tabela de valores críticos, a um nível de  significância 
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, oferece os valores críticos de R iguais a 6 e 15, de forma que a região critica do teste é 
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Como 
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 aceitamos a hipótese nula. 

Para usar a aproximação pela distribuição normal, calculamos:
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O p-valor do teste é então calculado:
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Neste caso  que a hipótese nula deve ser rejeitada, contrariando a decisão tomada com a distribuição exata de R. Concluímos que a convergência para a Normal é fraca nesse caso.

Exemplo 3  -  Distribuição de R  para o caso n = 6. 

Temos 3 "A''s e 3 "B"'s,  e o quadro abaixo descreve as seqüências possíveis 
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 e os respectivos  valores de R.

	Seqüência
	   R

	AAABBB
	2

	BBBAAA
	2

	
	

	AABBBA
	3

	ABBBAA
	3

	BBAAAB
	3

	BAAABB
	3

	
	

	ABBAAB
	4

	AABBAB
	4

	BAABBA
	4

	BBAABA
	4

	ABAABB
	4

	AABABB
	4

	BAABBA
	4

	BBABAA
	4

	
	

	ABABBA
	5

	BABAAB
	5

	ABBABA
	5

	BAABAB
	5

	
	

	ABABAB
	6

	BABABA
	6


Assim, 

	r
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	2
	0,10
	0,10

	3
	0,20
	0,30

	4
	0,40
	0,70

	5
	0,20
	0,90

	6
	0,10
	1,00


10. Tabelas de Contigência  2 x t.

Os valores observados em um estudo comparativo não são necessariamente numéricos. Os elementos em estudo podem ser identificados quanto a atributos ou categorias, tais como:


- sexo: masculino ou feminino


- estado civil: casado, solteiro, viúvo, etc...




- grau obtido em um curso: A, B, C e D


- preferência por um candidato:  A, B, C, D, etc...

Exemplo 10.1

N estudantes se apresentaram voluntariamente para um estudo comparativo entre  Aulas Tradicionais X Aulas Audio-Visuais de História. A m dentre os N estudantes foram oferecidas aulas tradicionais e aos n restantes aulas audio-visuais, de tal forma que (N = m + n). Ao final do curso foram atribuídos  conceitos  de  A a E aos N estudantes, e a seguinte tabela de contingência 2 x 5 foi construída.

	
	Conceitos
	

	Categoria
	A
	B
	C
	D
	E
	

	1 (X)
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	m

	2 (Y)
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	n

	
	d1
	d2
	d3
	d4
	d5
	N


Assim, A1 estudantes que receberam aulas tradicionais (categoria 1) e  B1 estudantes que receberam aulas audio-visuais (categoria 2) obtiveram o mesmo conceito A, sendo d1 = A1  +  B1  , e assim por diante.

Suponhamos que os atributos (conceitos) A, B, C, D e E,  sejam substituídos pelos graus 1, 2, 3, 4 e 5. Se colocarmos os N graus em ordem crescente obteremos a sequência numérica constituída por A1 graus “1”, B1 graus “1”, A2 graus “2”,..........., A5 graus “5” e B5 graus “5”. 

O problema de testar a hipótese H0 : “não há diferenças entre os dois métodos de ensino” pode ser considerado como um caso particular do modelo de comparação de dois tratamentos (com empates),  onde a estatística de teste definida é  
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Recordemos que 
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, conforme prova apresentada na página 8. Esta estatística é obtida através de contagem, ou seja, a cada par 
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 associamos o valor 1 ou 0 conforme seja Xi menor ou maior do que Yj , respectivamente. 

Quando ocorre empates, ou seja, 
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 o valor 1/2. Suponhamos que dentre N valores observados há k valores distintos, e seja :
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A seguir provaremos que 
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Prova:


Se  há d1  observações empatadas, iguais ao menor valor, a ordem média destas     observações   é    
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Se  há d2 observações empatadas, iguais ao segundo menor valor, estas estão nas posições    de ordens   
[image: image1153.wmf](

)

(

)

(

)

1112

d1,d2,......,dd

+++

 e  a  ordem   média destas

observações é 
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E assim sucessivamente,  se há di observações empatadas iguais ao i-ésimo  valor, a ordem média destas observações é igual a 
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, i = 1,2,3,...,k.

Suponhamos agora que das di observações   empatadas     iguais ao i-ésimo menor valor, Ai são X’s e Bi são Y’s. Nestas condições, a soma das ordens médias  da categoria 2 é igual a :
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Para obter uma expressão para 
[image: image1158.wmf]W
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 consideremos uma observação Y qualquer dentre as d1  primeiras observações. Não há valor de X menor  do que Y e há A1 valores de X iguais ao de Y, logo a contribuição deste grupo de valores à v.a. 
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 é igual a 
[image: image1160.wmf]A

1

2

. 

Para uma observação Y qualquer do segundo grupo (de tamanho d2) de observações , o número de X’s menores que Y é A1 e o número de X’s iguais a Y é A2 , de tal forma que a contribuição deste grupo de valores é 
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Desta maneira e recordando que o número de valores Y’s nos k grupos são 
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Considerando que 
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 , i = 1,2,...,k obtemos,
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Sendo o número total de valores de Y’s igual a 
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Considerando que 
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Obs:
 Como já vimos em outros casos a determinação da distribuição exata de 
[image: image1177.wmf]W

XY

*

 para valores grandes de n e m, é muito trabalhosa e se torna impraticável, razão pela qual  aplicamos o Teorema do Limite Central considerando 
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 assintoticamente normal com média e variância acima.

Tradicionalmente,  estudantes afirmam que cursos e métodos que utilizam recursos audio-visuais não têm a mesma eficiência que aqueles ministrados em classe, por um professor. Esta opinião é muitas vezes discutível.

Suponha que o curso em questão seja de Física e não de História como no exemplo anterior. Se os experimentos físicos são ilustrados com a ajuda de recursos audio-visuais, espera-se que este fato tenha uma contribuição importante para o entendimento do assunto.

Em vez de testar a hipótese H0 : “não há diferenças entre os métodos de ensino” contra a hipótese alternativa de que o método audio-visual é menos eficiente que o ensino clássico, podemos considerar as alternativas bilaterais:“o método audio-visual é menos ou mais eficiente”.

Isto equivale a aceitar a hipótese H0 quando 
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 e concluir pela alternativa apropriada quando 
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 for suficientemente maior ou menor do que seu valor esperado 
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Exemplo 10.2 
Somente vinte dentre cinquenta  alunos do curso de MNP de uma escola de estatística receberam do professor uma apostila (resumo das aulas) para acompanhar o curso. Ao final cada um recebeu notas de 1 a 4 e o seguinte quadro resumo foi elaborado:

	
	
	
	
	Notas
	
	

	
	Método
	1
	2
	3
	4
	Totais

	
	S/Resumo
	10
	5
	10
	5
	30

	
	C/Resumo
	5
	5
	4
	6
	20

	
	Totais
	15
	10
	14
	11
	50


Teste a um nível de significância de ( = 0,05 a hipótese de que não há diferenças entre os dois métodos de ensino.

Solução:

Calculemos o valor observado de 
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40 + 75 + 27,5 + 60 + 40 + 30 + 90 + 60 + 84 + 36 = 542,50
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Assim,  
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Como 
[image: image1193.wmf]w
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= 332,5 ( A = (204,5 ; 395,6(, não rejeitamos a hipótese H0 : “não há diferenças entre os dois métodos de ensino” ao nível de significância de ( = 0,05. 

Neste exemplo,  a atribuição dos graus 1,2,3 e 4 aos conceitos A, B, C e D, respectivamente,  propiciou o estabelecimento da hipótese H0 : “não há diferenças entre os métodos de ensino” versus H1 : “o método 2 é mais eficiente” ou “o método 2 é menos eficiente”. 

Isto foi possível pela própria característica dos dados, pois na realidade os conceitos A, B, C e D implicitamente definem uma escala ordinal correspondente aos ordinais 1, 2, 3 e 4. 

Em geral, quando estamos diante de dados nominais, a rejeição da hipótese H0 : “não há diferenças entre os tratamentos” não  permite estabelecer alternativas uni-laterais ou bi-laterais, pois a característica dos dados não admite ordenação de forma a definir a  direção “para cima ou para baixo”.

O exemplo seguir ilustra a situação em que a hipótese alternativa H1 consiste na simples negação de H0,  sem especificar  em qual direção o tratamento provoca o efeito.

Exemplo 10.3 

Uma pesquisa de opinião pública foi planejada com o objetivo de  verificar se a preferência do eleitor por um particular candidato é influenciada pela forma da pesquisa: respostas a um questionário versus entrevista pessoal.

Numa eleição envolvendo três candidatos A, B e C, uma amostra de 100 eleitores foi realizada, sendo 40 deles escolhidos ao acaso para serem entrevistados pessoalmente, tendo os demais  recebido um questionário pelo correio.

	
	
	Candidato
	

	
	A
	B
	C
	Totais

	Questionário
	25
	15
	20
	60

	Entrevista
	16
	6
	18
	40

	Totais
	41
	21
	38
	100


Obs:
Nesta situação uma alternativa uni-lateral ou bi-lateral não faz sentido a não ser que um dos métodos da pesquisa tenha a propriedade de beneficiar um dos candidatos em relação à alguma ordem definida (por exemplo A é o pior, B e o próximo e C é o melhor, etc...).

Para testar a hipótese Ho : “não há diferenças entre as formas de pesquisa” versus a alternativa H1 : “há diferenças entre as formas de pesquisa” (negação da hipótese nula), suponhamos que os candidatos representem três tratamentos a serem aplicados aos 100 eleitores e que as respostas possíveis sejam:  questionário (resposta 1) e entrevista (resposta 2). Sob este ponto de vista consideremos a hipótese 
[image: image1194.wmf]¢
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: “não há diferenças entre os três candidatos com relação ao apoio obtido através do questionário ou entrevista”. 

As duas hipóteses nulas formuladas basicamente estabelecem a mesma afirmação: cada uma delas supõe a independência entre a preferência e o método de pesquisa.

A hipótese  
[image: image1195.wmf]¢

H

: “não há diferenças entre os tratamentos A, B e C” , em relação às duas possíveis respostas,  pode ser testada pela estatística de Kruskal-Wallis, que será representada aqui por 
[image: image1196.wmf]K
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, onde:


a) os tamanhos das amostras são:   n1 = 41 , n2 = 21  e  n3 = 38.


b) as respostas possíveis são 1 (questionário) e 2 (entrevista)


c) d1 = 60 respostas são iguais a 1 e d2 =  40 iguais a 2

A ordem média das 60 primeiras observações é  
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 e a ordem média das 40 (iguais a 2) é 
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A soma das ordens médias de cada tratamento são:
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O numerador de 
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O denominador é:
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De forma que  
[image: image1203.wmf]k
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  = 1,9986 . Consultando a tabela da distribuição qui-quadrado com s-1= 2 graus de liberdade verificamos que 
[image: image1204.wmf]$
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-valor(1,9)= 0,3867 e  
[image: image1205.wmf]$

p

-valor(2,00)= 0,3679 o que nos permite considerar não significante o valor observado aos níveis usuais de significância usualmente adotados. Concluímos portanto pela não rejeição da hipótese nula. 

Generalizemos esta teoria considerando a Tabela de Contingência do exemplo 10.1 (pág. 111), onde dois tratamentos A e B são comparados e há t respostas possíveis em vez de 5.

Para determinar o valor de 
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 em termos das entradas Ai da tabela, atribuiremos arbitrariamente os escores 1 e 2 aos tratamentos A e B respectivamente (o valor de 
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 permanece inalterado se os escores forem substituídos por outros quaisquer).

Visto que o número total de elementos que receberam o tratamento A é m, a ordem média deste escores é 
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 enquanto que a ordem média dos n “2’s”  é   
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Na i-ésima categoria há Ai  “1’s” e Bi  “2’s” de forma que a soma da correspondentes ordens médias é :
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Como 
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Recordemos que  o numerador de 
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 , e portanto, substituindo-se o somatório pelo valor obtido, temos:
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O denominador de 
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 (*), e finalmente, obtemos o valor da estatística 
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 em função das entradas Ai  da tabela de contingência:
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Obs: 

A título de ilustração calculemos o valor de 
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 utilizando esta última fórmula:
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Como era de se esperar obtemos o mesmo valor, com um trabalho menos oneroso.

(*)  
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Considerações gerais sobre Tabelas de Contingência 2 ( t.

No primeiro exemplo, os dados observados - graus de 1 a 5 - podem ser ordenados e isto nos permitiu estabelecer hipóteses alternativas uni-laterais ou bi-laterais. Neste caso dizemos que  os dados estão descritos em uma escala ordinal.

No segundo exemplo embora tenhamos associado os valores 1 e 2 (poderiam ser quaisquer outros) às respostas possíveis, não existe relação de ordem entre as categorias, e neste caso a hipótese alternativa é simplesmente a negação de H0 . Neste caso dizemos que os dados estão descritos numa escala nominal.

Ao decidir entre um teste de ordem (bi-lateral ou uni-lateral) e um teste mais abrangente (simples negação da hipótese nula), a principal consideração não é se as categorias podem ser ordenadas ou não, mas sim o propósito da inferência.


Se desejamos saber se um tratamento influencia os dados em uma direção ou outra, um teste de ordem é mais apropriado. Se ao contrário, desejamos saber se há ou não diferenças entre os tratamentos, o teste mais apropriado é aquele cuja hipótese alternativa nega simplesmente a hipótese nula.

Tabelas de Contingência  2(2.

Se duas categorias de elementos são submetidos a dois tratamentos - tabela de contingência 2 ( 2 - a escolha do teste apropriada é  simples. Há apenas duas alternativas para a hipótese H0 : “não há diferenças entre os tratamentos”, quais sejam:

a) o tratamento 2 é mais favorável à categoria 2 (e por isso menos favorável à categoria 1) que o tratamento 1, ou 

b)  o tratamento  1 é mais favorável à categoria 2 (e por isso menos favorável à categoria 1 ) que o tratamento 2.

Em termos de representação tabular, consideremos a tabela de contingência seguinte:

	
	Categoria
	

	Tratamento
	1
	2
	

	1
	A1
	A2
	m 

	2
	B1
	B2
	n

	
	d1
	d2
	N


A alternativa (a) significa que as respostas do tratamento 2 tendem a ser maiores do que as do tratamento 1. Rejeitaremos então H0 quando 
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No teste bi-lateral rejeitaremos H0 quando 
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 for suficientemente alto, e concluiremos pela apropriada alternativa conforme seja
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 suficientemente muito maior ou muito menor que sua média.

Observemos que: 
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A grandes ou pequenos valores de 
[image: image1241.wmf]W
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 correspondem respectivamente grandes e pequenos valores de A1, o que nos permite usar a estatística A1 para testar a hipótese nula.

A distribuição nula de A1 é a distribuição de uma variável aleatória hipergeométrica de parâmetros N, d1 e m, cuja função de probabilidade é:
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Exemplo 10.4




Uma investigação na área da psicologia tem por objetivo comparar  o desejo de um indivíduo estar só ou acompanhado quando  sujeito a alta ou baixa ansiedade. Trinta  voluntários  foram divididos aleatoriamente em dois grupos e a ambos foi informado que o experimento consistia em cada indivíduo receber um choque elétrico. Aos indivíduos do grupo 1 o choque foi descrito como muito intenso e doloroso, enquanto que aos do grupo 2 o choque foi sugerido suave e não doloroso. Todos os indivíduos foram informados que o teste se iniciaria dentro de 10 minutos e que cada um poderia optar por ficar só ou submeter-se ao teste juntamente com outros indivíduos. O experimento foi encerrado após a decisão de cada um, e a tabela de contingência -  opções por companhia (2) ( ansiedade pelo choque (2)  - foi assim construída:

	
	Compania
	

	Ansiedade
	sim
	não
	Total

	Alta
	12
	5
	m = 17

	 Baixa
	4
	9
	n = 13

	Total
	16
	14
	30


 Inicialmente consideremos se um teste de alternativas uni-lateral ou bi-lateral é apropriado neste caso. Se o estudo tem a intenção de testar se a alta ansiedade aumenta a necessidade de compartilhar problemas com outras pessoas, a hipótese de que não há diferença no efeito da alta e baixa ansiedade seria rejeitada se A1 for suficientemente alta.

No presente caso o 
[image: image1243.wmf]$
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-valor de A1=12 é igual a:
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Assim ,o valor observado é significante e concluímos portanto  que não podemos aceitar a hipótese de que não há diferenças entre os “tratamentos”, ou seja “alta ansiedade” tende a aumentar a necessidade de “companhia”.

Se a intenção é simplesmente testar que não há diferenças entre os tratamentos, sem especificar a direção da influência do novo tratamento, o 
[image: image1246.wmf]$

p

-valor do teste seria aproximadamente o dobro de 0,0355. 

Quando n e m são suficientemente grandes e as quantidades 
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 não são muito pequenas, podemos tolerar a aproximação normal.

Usando a correção de continuidade, obteremos o 
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-valor (a1), como segue:
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Assim,
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Na tabela 2 ( 2, observamos as seguintes relações :
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e portanto temos que : 
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Finalmente obtemos o valor da probabilidade de significância:
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Conforme a tabela 2 ( 2, temos:
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O teste bi-lateral correspondente coincide com o teste de negação da hipótese nula, onde H0 será rejeitada se o valor  
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  for suficientemente alto.

A estatística 
[image: image1261.wmf]*
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No exemplo da pesquisa de opinião sobre os candidatos A, B e C a estatística 
[image: image1262.wmf]K
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  foi considerada na comparação de 2 tratamentos (Kruskall-Wallis se aplica a mais do que 2 tratamentos), onde as respostas associavam cada elemento a uma dentre as t (no caso igual a 3) categorias. Na realidade o cálculo de 
[image: image1263.wmf]K

*

, considerou três tratamentos e duas respostas possíveis.Por este motivo a estatística recebeu uma notação diferenciada da estatística Kruskal-Wallis.

Se no entanto há t tratamentos e as respostas são dicótomas (isto é, a cada elemento associamos uma das duas categorias ), a mesma expressão de 
[image: image1264.wmf]K

*

 representa  a estatística K* de Kruskal-Wallis. Nesta situação a distinção entre tratamentos e categorias pretende estabelecer que os tratamentos são submetidos aleatoriamemte aos elementos, mas a categoria a qual o elemento pertence não está sob o controle do pesquisador.

Exemplo10.5

Influência psicológica da cor. Em um estudo sobre o efeito psicológico da cor , foram enviados cartões de diferentes cores, aos membros de uma Associação, solicitando informações sobre  sua participação. Foram selecionados aleatoriamente 4 grupos de associados que receberam cartões de quatro cores, conforme a tabela abaixo, que apresenta igualmente a frequência dos cartões respondidos dentro de cada grupo. 

	Resposta
	Amarelo
	Azul
	Branco
	Vermelho
	Total

	Retorno
	73
	65
	60
	54
	252

	S/Retorno
	71
	76
	87
	86
	320

	Total
	144
	141
	147
	140
	572


As quatro diferentes cores de cartão representam tratamentos e as categorias são: cartão com retorno e cartão sem retorno.

A hipótese H0 : “não há diferenças entre os tratamentos” pode ser testada por meio da estatística de Kruskal-Wallis,
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Encontramos 
[image: image1266.wmf]k
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= 5.1 e sendo s = 4, obtemos as seguintes probabilidades na Tabela J:
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Assim,  não rejeitamos a hipótese nula aos níveis de significância usualmente adotados (por exemplo, para ( 
[image: image1268.wmf]£

 0,10).

11. Blocos Completamente Aleatorizados.

(Comparação de s tratamentos)

Uma preocupação constante nos estudos até agora desenvolvidos é com respeito à homogeneidade dos elementos dentro de cada grupo definido. Por exemplo, o teste das ordens sinalizadas foi estabelecido visando homogeneizar os grupos em comparação, considerando pares de elementos , onde cada elemento recebia ou não o tratamento, com probabilidade 1/2. 

Se o problema agora é comparar s tratamentos, podemos adotar o mesmo procedimento definindo grupos homogêneos de s elementos, a serem submetidos a s tratamentos. A probabilidade do i-ésimo tratamento ser aleatoriamente atribuído ao i-ésimo elemento do grupo é 
[image: image1269.wmf]1
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Exemplo 11.1

Se os tratamentos 1, 2 e 3 são aleatoriamente atribuídos aos elementos A, B e C, as possíveis triplas de atribuição são:

 


 1 2 3    1 3 2    2 1 3    2 3 1    3 1 2    3 2 1

Assim, por exemplo, a probabilidade de A, B e C receberem os tratamentos 2, 3 e 1, respectivamente é igual a 1/6.

Consideremos então N blocos com  s  elementos cada um. Dentro de cada bloco os s elementos serão submetidos aleatoriamente a s tratamentos.

Seja 
[image: image1270.wmf]R
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 a ordem atribuída ao i-ésimo elemento  (i = 1, 2, 3, ..., s) no j-ésimo bloco de elementos  j = 1, 2, 3, ..., N. Assim 
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 são os inteiros 1,2,...,s em alguma ordem.

Sob a hipótese nula de que não há diferenças entre os s tratamentos, a distribuição das ordens dentro de cada um dos N blocos implica que as s! combinações possíveis são equiprováveis, cada uma com probabilidade 
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, e portanto
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Sendo independente a atribuição das ordens nos diferentes grupos, a distribuição nula das 
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 ordens  é dada por:


[image: image1275.wmf](

)

(

)

11112121s1s11N1N2N2NsNsN

N

1

PRr;Rr;....;Rr;........;Rr;Rr;....;Rr

s!

=======


11.1 -  Teste de Friedman

Seja 
[image: image1276.wmf]R
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 a média das ordens atribuídas ao i-ésimo tratamento. Esta média é uma medida  adequada para ordenar os s tratamentos. Um dos tratamentos produzirá a menor média, um outro a segunda menor média, e assim por diante, de tal forma que 
[image: image1277.wmf]R

i

.

 é uma medida de posição do i-ésimo tratamento em relação aos demais. Se os tratamentos diferem muito entre si as diferenças entre as  
[image: image1278.wmf]R

s

i

.

¢

 são altas. Por outro lado, se a hipótese H0 : “não há diferenças entre os tratamentos” é verdadeira espera-se que as  
[image: image1279.wmf]i.

R

 estejam próxima a sua média geral, ou seja: 
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Uma medida conveniente para testar a dispersão total das médias 
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 em torno da média geral R.. é a soma dos quadrados das diferenças:
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Para N suficientemente grande, uma simples aproximação à distribuição nula é obtida  pela estatística Q, de Friedman, definida por:
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Quando as médias  
[image: image1285.wmf]R
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 são todas iguais, Q = 0 e Q assume um valor alto quando há diferenças substanciais entre elas. A hipótese nula será rejeitada então quando:
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Uma expressão alternativa mais conveniente para a computação de Q é obtida quando fazemos 
[image: image1287.wmf]R

R

N

i

i

.

=

,  onde Ri é a soma das ordens do i-ésimo tratamento, conforme abaixo:
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e finalmente:
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Exemplo 11.2

Doze pacientes foram selecionados para testar se há diferenças entre três tranquilizantes A, B e C. Foram formados 4 blocos de 3 pacientes supostamente homogêneos, e as medidas da  reação de cada paciente dentro de seu grupo foram ordenadas, resultando na tabela abaixo:

	
	
	Blocos
	
	

	Tratamento
	1
	2
	3
	4
	Total

	A
	3
	2
	3
	3
	11

	B
	2
	3
	1
	1
	7

	C
	1
	1
	2
	2
	6


Neste caso temos s = 3, N = 4, 
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Desta maneira o valor de Q pode ser calculado para os 
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 casos. Assim podemos determinar a distribuição exata da estatística Q, dado que cada ordenação total possível tem probabilidade 1/1296. Tabelas desta distribuição foram obtidas por Friedman (1937) que criou este teste, e por outros autores. Para s = 3 e N = 4, temos que P(Q ( 3,5) = 0,273
[image: image1296.wmf]*

. Embora a tabela de valores observados apresente uma certa superioridade do tratamento A sobre o B e C, o teste não apresenta um valor significante aos níveis de significância usualmente adotados, e portanto,  a hipótese nula não deve ser rejeitada.

(*) não consta da Tabela  T11

A Tabela T11 mostra os  valores de probabilidades menores ou iguais a 0,15 para valores de: 

i) s = 3  e  N =  2,....,15

ii) s = 4  e  N =  2,....,8

Para valores de s e N fora do domínio da tabela,  existe uma aproximação tolerável, quando N é suficientemente grande  - como no teste de Kruskal-Wallis - , através da variável aleatória qui-quadrado com s - 1 graus de liberdade. 

Exemplo 11.3

Num estudo de hipnose, as emoções  de medo, felicidade, depressão e serenidade foram registradas (em ordem aleatória) para cada um elemento de um grupo de 8 indivíduos. A tabela seguinte mostra os escores  medidos em impulsos elétricos ( em milivolts) dos 8 ( 4 casos.

	Elemento
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Medo
	23.1
	57.6
	10.5
	23.6
	11.9
	54.6
	21.0
	20.3

	Felicidade
	22.7
	53.2
	9.7
	19.6
	13.8
	47.1
	13.6
	23.6

	Depressão
	22.5
	53.7
	10.8
	21.1
	13.7
	39.2
	13.7
	16.3

	Serenidade
	22.6
	53.1
	8.3
	21.6
	13.3
	37.0
	14.8
	14.8


Obs: 

Cada bloco é constituído por um único elemento ao qual são   aplicados os 4 tratamentos em ordem aleatória.

Ordenando as observações em cada um dos oito blocos obtemos a seguinte tabela de ordens:

	Elemento
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	Total

	Medo
	4
	4
	3
	4
	1
	4
	4
	3
	27

	Felicidade
	3
	2
	2
	1
	4
	3
	1
	4
	20

	Depressão
	1
	3
	4
	2
	3
	2
	2
	2
	19

	Serenidade
	2
	1
	1
	3
	2
	1
	3
	1
	14


A título de ilustração, observemos que a soma total das ordens é igual a 
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Consultando a tabela T8, verificamos que 
[image: image1299.wmf](

)

2

3

P6,45

c³

 pertence ao intervalo  (0,0858 ; 0,0937) e concluímos que os resultados não são significantes ao nível de 0,05 , por exemplo. Através da tabela T11, com N = 8 e s = 4, obtemos  
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11.2  Teste de Friedman com empates

Na presença de empates,  o mesmo procedimento utilizado anteriormente é adotado.  Neste caso de blocos aleatorizados a ordem média de uma observação é a média das ordens das observações empatadas dentro de um mesmo bloco.

Suponhamos que há e1 (e1<s) observações distintas dentre as s observações do primeiro  bloco, sendo d11 iguais ao menor valor, d21 iguais ao segundo menor valor, ............., dk1 iguais ao k-ésimo menor valor.

Assim , definiremos igualmente  e2 (e2 < s) o número de observações distintas entre as s observações do segundo bloco, sendo d12 iguais ao menor valor, d22 iguais ao segundo menor valor, ............., dk2 iguais ao k-ésimo menor valor.

Denotemos então por   dkj o número de observações empatadas,  iguais ao k-ésimo menor valor no j-ésimo bloco, k = 1,2,3,....,ej, onde ej é o número de observações distintas no j-ésimo bloco , j = 1,2,3,....,N.

Como ilustração suponhamos s = 5 e N = 4, sendo os valores observados dos dois primeiros blocos os seguintes:

1o. bloco:    1.3   1.1   1.1   1.6   1.1   (
e1=3    (   d11 = 3 , d21 = 1 e  d31 = 1

2o. bloco:    1.9   1.7   1.9   1.9   1.7   (
e2=2    (   d12 = 2 e d22 = 3

Seja 
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 a ordem média do elemento que recebeu o i-ésimo tratamento no j-ésimo bloco e seja 
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A estatística Q* (Friedman c/empates) definida por,
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é apropriada para testar a hipótese H0 : “não diferenças entre os s tratamentos” , que será rejeitada quando 
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A distribuição nula de Q* pode ser obtida por enumeração, embora tal procedimento seja  muito custoso na maioria dos  casos.  Podemos aproximar a distribuição de Q* pela distribuição qui-quadrado com s-1 graus de liberdade , sendo a aproximação bastante razoável quando sN > 30.

Exemplo 11.4 

Associação Emocional e Memorização.  Numa classe de Literatura, 15 estudantes foram inqüiridos para relembrar os títulos de 18 estórias que eles haviam escrito recentemente. Destas 18 estórias , seis foram avalidas positivamente (+), seis negativamente (-) e seis não foram avaliadas. Os estudantes acreditavam que as avaliações eram reais e significavam o conceito do mestre, mas na realidade elas haviam sido atribuídas aleatoriamente. Ao final a seguinte tabela de respostas  foi construída.

Obs: O primeiro estudante, por exemplo,  lembrou-se dos títulos de 3, 3 e 4 estórias  avaliadas positivamente,  não avaliadas e avaliadas  negativamente, respectivamente. 





                 Estudantes 




	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	+
	3
	5
	3
	2
	1
	1
	2
	3
	1
	1
	3
	2
	0
	1
	1

	0
	3
	1
	0
	4
	0
	4
	2
	1
	4
	5
	3
	1
	3
	1
	3

	-
	4
	3
	3
	5
	1
	3
	3
	5
	1
	4
	4
	3
	2
	2
	0


A hipótese H0: “não há diferenças entre os 3 tratamentos” tem o significado seguinte: os três tratamentos são as três avaliações e a aceitação da hipótese nula quer dizer que a lembrança do título da estória não é influenciada pela avaliação do texto. 

Em outras palavras, se H0 é verdadeira não é mais fácil para o   estudante lembrar os títulos das estórias avaliadas positivamente ou negativamente do que os títulos das não avaliadas, bem como não é mais fácil lembrar dos títulos das avaliadas positivamente que dos títulos das avaliadas negativamente, etc....

Com o propósito de testar H0 , os três escores de cada estudante são ordenados e as ordens médias correspondentes são apresentadas na tabela abaixo:




            Ordens Médias dos Estudantes

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	Ri*

	+
	1.5
	3
	2.5
	1
	2.5
	1
	1.5
	2
	1.5
	1
	1.5
	2
	1
	1.5
	2
	25.5

	0
	1.5 
	1
	1
	2
	1
	3
	1.5
	1
	3
	3
	1.5
	1
	3
	1.5
	3
	28

	-
	3
	2
	2.5
	3
	2.5
	2
	3
	3
	1.5
	2
	3
	3
	2
	3
	1
	36.5


Como verificação observemos que a soma das ordens médias é igual a 
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.  Sendo N = 15 e s = 3, obtemos que o numerador de Q* é igual a: 
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Para determinar o denominador de Q*   , observemos que sete dos d’s são iguais a 2 e 31 iguais a 1, de forma que o denominador de Q* é igual a: 
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Assim, Q*  = 5,021 e visto que 
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, concluímos que os dados não são significantes para valores de 
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11.3 - Aplicação do Teste de Friedman a 2 tratamentos

Se há apenas dois tratamentos o teste de Friedman equivale ao teste do sinal para observações pareadas , onde os 2 tratamentos em cada bloco são designados por 1 ou 2. 

Suponha que em A dos N blocos o tratamento 1 recebe grau 1 e o tratamento 2 recebe grau 2, e nos remanescentes N-A blocos a situação se inverte.

Podemos então escrever:
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Quando s = 2, a expressão de Q  se torna :
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A hipótese H0 será  rejeitada quando Q for suficientemente alto. Visto que A é o número de pares nos quais o tratamento 2 recebeu grau maior do que o tratamento 1, verificamos que este teste é uma versão do Teste do Sinal para Observações Pareadas estudado na página 15. No exemplo 4.4  (pag. 16) a estatística S15 assumiu o valor 10 e a probabilidade de significância ou 
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-valor , conforme tabela T5 é 0,1509.

Para N = 15 e A = 10 , calculamos Q = 1,66. A estatística Q pode ser aproximada pela variável aleatória qui-quadrado com s-1=1 graus de liberdade, e, consultando a tabela T8,  constatamos que :
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Valores estes coerentes com o obtido no Teste do Sinal.

11.4 - Teste de Cochran  (Friedman  c/ Respostas Dicótomas)

A estatística Q* pode ser apresentada numa forma simplificada no caso em que as respostas são dicótomas, ou seja, do tipo: sim ou não, sucesso ou fracasso, curado ou não curado, etc...

Representando sucesso por 1 e fracasso por 0, as respostas em cada bloco constituem um conjunto de s zeros e uns.

Indiquemos por Lj  o número de sucessos no j-ésimo bloco (j = 1,2,3...,N) e por Bi o número de sucessos do i-ésimo tratamento. Nestas condições a estatística Q*  se transforma (vide prova em Lehman pag. 269) na estatística proposta por Cochran (1950):
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, onde  
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O cálculo de  Q* é simplificado pela equivalente expressão abaixo:
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Exemplo 11.5

Diferentes métodos de acalmar bebes. Numa comparação entre diferentes métodos de acalmar bebes, quatro métodos ( banho de água morna, embalo, carinho corporal e som musical) foram aplicados a cada um dentre 12 recém-nascidos. Cada uma das 48 combinações foi classificada como sucesso (+) ou insucesso (-), e os resultados estão na tabela abaixo:






    

Bebes

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	Total

	B
	-
	-
	-
	-
	+
	-
	+
	-
	-
	-
	+
	+
	4

	E
	-
	+
	-
	-
	+
	+
	+
	+
	+
	-
	+
	+
	8

	C
	-
	-
	+
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	+
	-
	+
	6

	S
	-
	-
	-
	-
	+
	+
	-
	+
	+
	-
	+
	+
	6

	
	0
	1
	1
	0
	4
	3
	2
	2
	3
	1
	3
	4
	24


Para N = 12 bebes e s = 4 tratamentos, supomos que os tratamentos são aplicados em ordem aleatória. Os valores de Lj são os totais de cada um dos 12 blocos e os valores de Bi são os totais dos 4 tratamentos.

Temos então:
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Assim,  
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,  e, consultando a tabela T8,  com 3 graus de liberdade, obtemos que 
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.  Concluímos portanto que não há diferenças significantes entre os quatro tratamentos.  

11. 5 -  Teste de McNemar - Significância de Trocas

Um caso particular da estatística Q* de especial interesse é quando s = 2 e os N blocos constituem pares onde há quatro respostas possíveis para cada bloco: (0,0), (0,1), (1,0) e (1,1). Os números A, B C e D destes quatro tipos de respostas constituem a tabela de resultados do experimento mostrada abaixo:

	Resultado
	(0,0)
	(0,1)
	(1,0)
	(1,1)
	Total

	Freqüencia
	A
	B
	C
	D
	N


Estes resultados podem ser mostrados numa tabela de contingência 2 x 2, conforme segue:

	
	Tratamento 2

	
	
	F
	S

	
	F
	A 
	B

	Tratamento 1
	
	
	

	
	S
	C
	D


Calculemos o valor de Q* com os dados observados. Observemos que B1 = C+D e B2 = B+D. Por outro lado A dos valores Lj‘s  são iguais a 0, B+C são iguais a 1 e D iguais a 2, de tal forma que :
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Substituindo essas em Q* e fazendo-se s = 2, obtemos:
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Esta estatística foi criada por McNemar (1947), e pode ser aproximada pela distribuição qui-quadrado com  s-1 = 1 graus de liberdade.

Exemplo 11.6

Antes de um debate - transmitido pela TV -  entre dois candidatos à Presidência, uma amostra de 100 eleitores foi realizada com o objetivo de registrar suas preferências. Oitenta e quatro pessoas foram favoráveis ao candidato Democrata e os demais optaram pelo candidato Republicano. Após o debate, as mesmas 100 pessoas foram novamente entrevistadas para expressarem sua preferência  novamente. Dentre as pessoas que optaram pelo Partido Democrata, exatamente um quarto mudou de idéia, e também um quarto das pessoas que inicialmente se declararam Republicanos, mudaram para o lado Democrata. Os resultados foram sumarizados na tabela abaixo:

	
	Democrata
	Republicano
	Antes

	Democrata
	63
	21
	84

	Republicano
	4
	12
	16

	Depois
	67   
	33
	100


Associemos as respostas  Democrata (D) e Republicano (R) a 0 e 1 respectivamente:

- Se um eleitor antes do debate (tratamento 1) optou por D e após o debate (tratamento 2) manteve sua opinião, então seu escore é o par (0,0).

- Se um eleitor antes do debate (tratamento 1) optou por D e após o debate (tratamento 2) mudou sua opinião, então seu escore é o par (0,1).

 - Se um eleitor antes do debate (tratamento 1) optou por R e após o debate (tratamento 2) mudou sua opinião, então seu escore é o par (1,0).

- Se um eleitor antes do debate (tratamento 1) optou por R e após o debate (tratamento 2) manteve sua opinião, então seu escore é o par (1,1).

Assim, 
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. Consultando a tabela de v.a. qui-quadrado com 1 grau de liberdade, constatamos que 
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 e, portanto, o valor observado é significante, o que nos leva a rejeitar a  hipótese nula.

12. Testes de Aleatoriedade e Independência.

Neste capítulo analisaremos o efeito de um tratamento (procedimento, ação, etc...) sobre a resposta, em níveis diferentes de observação. Em particular, é freqüente o caso em que este nível é o tempo.

Exemplo 12.1

Suponhamos que um fabricante deseja saber quando a qualidade de seus produtos, que saem de uma linha de produção, tendem a se deteriorar durante o intervalo de tempo de um dia. Vamos supor que apenas um dia está disponível para se obter as necessárias observações. 

A porção de matéria prima utilizada é escolhida aleatoriamente para alimentar o processo na fabricação de cada produto e este é terminado a intervalos de tempo de 90 minutos. Cinco produtos foram observados num determinado dia e as ordens atribuídas à qualidade do item (ordem 1 para o melhor,..., ordem 5 para o pior) foram as seguintes:

Período de tempo       1    2    3    4    5




Ordem da qualidade   2    3    5    1    4

Seja  a hipótese



[image: image1325.wmf]H
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:

 "a hora do dia não tem influência sobre a qualidade do produto"
A aceitação  de 
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 implicitamente nos leva a acreditar que a qualidade da matéria prima utilizada é o fator que influencia a qualidade do item.

A ordem atribuída à qualidade do produto, determina então a ordem da qualidade da porção de matéria prima nele utilizada. Se são N os níveis de observação das respostas então há N! escolhas possíveis das porções de matéria prima.

Generalizemos esta teoria.  Suponhamos que o efeito de um tratamento (procedimento) está sendo investigado pela sua aplicação em N diferentes níveis de observações a N elementos que são designados ao acaso aos N níveis. Representemos por  Ti  a ordem da resposta do elemento correspondente ao i-ésimo nível. Os resultados podem ser mostrados na tabela seguinte, onde a segunda linha constitui uma permutação dos inteiros 1,2,...,N.

	Ordem do Nível
	1
	2
	.
	.
	.
	N

	Ordem da Resposta
	T1
	T2
	.
	.
	.
	TN


Se o tratamento não faz  efeito,  então todos os possíveis resultados da segunda linha são igualmente prováveis e, 





[image: image1327.wmf](

)

H1122NN

1

PTt,Tt,...,Tt

N!

====

.

Esta é a distribuição nula das ordens, e a hipótese 
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 expressa na probabilidade acima é muitas vezes chamada hipótese de aleatoriedade.

12.1 - Um simples teste “contra” tendência de uma série de valores.

(Variação do Teste de Aleatoriedade de Mann)

Para testar a hipótese 
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 de que o tratamento (ou fator) não afeta a variável em observação, é necessário decidir para quais das permutações 
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  a hipótese 
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 é falsa, e isto equivale a construir a região de rejeição da hipótese nula.

Exemplo 12.2

Poluição no Lago Michigan. Em um estudo sobre poluição do Lago Michigan, o número de períodos de “mau cheiro” foram observados a cada ano, durante o período de 1950 a 1964, e os resultados estão na tabela abaixo.

	Ano
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64

	No. períodos 
	10
	20
	17
	16
	12
	15
	13
	18
	17
	19
	21
	23
	23
	28
	28


Seja 
[image: image1332.wmf]H
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 a hipótese de que o grau de poluição (incidência) não se modifica através do tempo. Sob a hipótese H , as variáveis aleatórias 
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,  que assumem o número de períodos de “mau cheiro”, são independentes e identicamente distribuídas, e, refletem os efeitos de vento, temperatura, e outros fatores que afetam a intensidade do odor.

Imaginemos que a incidência de poluição cresça através do período em questão. Assim, a hipótese H deverá ser testada contra a alternativa de que há uma tendência crescente. A existência de tal  tendência aumentaria a probabilidade de permutações com ordens menores no início do período e ordens maiores no fim do período. Se o efeito do tempo  é muito marcante pode inclusive ocorrer uma perfeita ordenação crescente dos valores  Ti , isto é, 
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, ou algo próximo a isto.

Consideremos agora o problema geral de testar a hipótese H : “o tratamento não afeta o valor das observações” contra a alternativa de que o tratamento provoca uma tendência crescente nos valores. 

Seja D1 o número de pares 
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. Se as observações tendem a crescer com o tempo, então D1 será um valor alto. Esta estatística pode ser representada por:




D1 = 
[image: image1336.wmf]U
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onde 


Uij = 1 ou 0 , conforme 
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Em vez desta estatística - proposta por Mann (1945) - consideraremos uma aproximação que pondera mais fortemente aqueles pares na medida que seus componentes estejam mais afastados no tempo, ou seja:  
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Assim, 
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 será rejeitada para grandes valores de D2 quando a alternativa é tendência crescente e para pequenos valores de D2 quando a alternativa é tendência decrescente.

A estatística D2 pode ser escrita em termos das ordens T’s, como segue: (vide Lehman pags. 296 a 297)
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Rejeitar 
[image: image1341.wmf]H
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 para grandes valores de D2 é equivalente a rejeitar 
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 para pequenos valores de :
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É importante observar que sob a hipótese alternativa de tendência crescente, grandes valores de Ti tendem a ocorrer para grandes valores de i e pequenos valores de Ti tendem a ocorrer para pequenos valores i, de tal forma que os valores 
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 tendem a ser pequenos.   

Para computar a distribuição nula de D é conveniente observar que D só assume valores pares. Para ver isto, escrevamos D como segue,
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o que comprova a afirmação.

Substituindo na expressão o somatório dos quadrados dos T’s , obtemos finalmente a expressão simplificada para D:
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Exemplo 12.3

Para ilustrar o cálculo de uma probabilidade de significância, consideremos o exemplo 1 desta seção. As ordens observadas são 2, 3, 5, 1 e 4, de tal forma que

 D = 1 + 1 + 4 + 9 + 1 = 16.

O menor valor para D é 0, e ocorre unicamente quando Ti = i, para todo i = 1,2,3,4,5 e 
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O segundo menor valor de D é 2, e ocorre quando as ordens observadas são as seguintes:

	T1
	T2
	T3
	T4
	T5

	1
	2
	3
	5
	4

	1
	2
	4
	3
	5

	1
	3
	2
	4
	5

	2
	1
	3
	4
	5


  Assim, a 
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, e com este processo de enumeração - altamente trabalhoso - obtemos 
[image: image1349.wmf](

)

3

PD4

120

==

, 
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A probabilidade de significância 

-valor(16) = 
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  é certamente maior do que 
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, o que nos permite concluir que os dados não são significativos e assim não rejeitamos 
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Quando N cresce, N! cresce assustadoramente e o cálculo da distribuição nula de D é impraticável.    A tabela T12 reproduz a distribuição daquela variável para valores de 

N 

 11. A conclusão recente sobre o exemplo 1 é confirmada pela tabela, onde   
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 A tabela N fornece as probabilidades até a menor probabilidade acima de 0,50. As demais probabilidades podem ser obtidas em função da simetria da distribuição em torno de 
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 (vide Lehman, Cap 7, Prob. 34 ii)

Para  N suficientemente grande a distribuição nula é aproximadamente normal  (vide  Appendix, Example 18, Lehman - 1975) com média e variância calculadas como segue.

No Appendix, Exemplos 3 e 4, Lehman - 1975  (páginas 332 a 334) verificamos que:
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De forma que:
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Exemplo 12.4

Para ilustrar, calculemos 
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, para N = 5, referente ao exemplo 1, cujo valor exato é 0,392.


Para N = 5, E(D) = 20 e VAR(D) = 100.
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Comparando com o valor tabelado (0,392) verificamos que o erro é substancial, embora não altere a decisão sobre a não rejeição de H. Pelo menos neste caso a aproximação é melhorada, pelo uso da correção de continuidade, ou seja
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Uma melhor idéia da precisão da aproximação em questão, com ou sem correção, pode ser vista na Table 7.1 página 293, Lehman - 1975.

12.2 - A Estatística D , com empates (D*)

Suponha que para N = 5, as ordens observadas tenham sido 
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A distribuição nula das ordens 
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 não é evidentemente a mesma das ordens 
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Sob a hipótese 
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, a probabilidade de ocorrer aquelas ordens é:
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Suponhamos que as N ordens observadas assumem apenas e valores distintos, (e < N), com di valores iguais ao i-ésimo menor valor, i = 1,2,3,...,e.

Sob a hipótese 
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 a distribuição nula das ordens (com empates) é dada por: 
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Uma possível modificação na estatística D na presença de empates é dada por









 EMBED EQUATION  [image: image1372.wmf](
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Esta distribuição pode igualmente ser aproximada pela normal (vide Appendix, Example 19, Lehamn - 1975), para N suficientemente grande e com 
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 distante da unidade, quando N ((.

A média e a variância necessárias  para a aplicação do modelo podem ser verificadas no Appendix, Problem 3, Lehamn-1975, e são:
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Exemplo 12.5

Como ilustração da teoria, calculemos a probabilidade de significância do exemplo 12.2. A tabela abaixo mostra as ordens observadas na terceira linha, as ordens médias na quarta linha e a diferença 
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 na quinta linha.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	
	10
	20
	17
	16
	12
	15
	13
	18
	17
	19
	21
	23
	23
	28
	28

	
	1
	10
	7
	5
	2
	4
	3
	8
	6
	9
	11
	12
	13
	14
	15

	
	1
	10
	6,5
	5
	2
	4
	3
	8
	6,5
	9
	11
	12,5
	12,5
	14,5
	14,5

	
	0
	8
	3,5
	1
	3
	2
	4
	0
	2,5
	1
	0
	0,5
	0,5
	0,5
	0,5


Elevando ao quadrado as entradas da última linha e somando-se, obtemos d*= 114,5.

Os valores de di são:  d6 = d11 = d12 = 2, e os demais são iguais a 1.

De forma que:
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Logo 
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, o que nos leva a decidir que não podemos aceitar 
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, ou seja, aceitamos a hipótese de que a poluição no Lago de Michigan se modifica através do tempo e tem uma tendência crescente.

12.3 - Um Teste de Independência.

Uma das mais importantes aplicações do teste de aleatoriedade (ou alternativamente: teste de tendência) aparece em situações nas quais os fatores em estudo não são tratamentos atribuídos aleatoriamente aos elementos e sim condições ou atributos inerentes a estes elementos.

Para testar a hipótese de independência entre duas características de uma população, uma amostra de N elementos é realizada e os valores das duas características são observadas para cada elemento da amostra. Ilustraremos como dados assim obtidos, podem ser usados para testar a hipótese de independência.

Exemplo 12.6
De um grupo de 98 estudantes de um curso de Estatística, nove são selecionados aleatoriamente e submetidos a testes de Aritmética (A) e de Português (P), tendo sido registrados os seguintes escores:

	Matrícula
	74
	91
	33
	27
	76
	29
	09
	25
	67

	Notas   P
	50
	23
	28
	34
	14
	54
	46
	52
	53

	Notas   A
	38
	28
	14
	26
	18
	40
	23
	30
	27


Testar a hipótese de independência entre as notas P e A, significa testar a hipótese de que a nota obtida em P não está associada à nota obtida em A através de alguma relação.

A associação entre as duas notas pode ocorrer de inúmeras formas, como por exemplo: a nota de P é sempre maior do a nota de A,  a nota de A é aproximadamente k vezes a nota de P, a nota de A tende a crescer (ou diminuir) em função da nota de P, etc......

Se a hipótese 
[image: image1379.wmf]H
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: “as notas das 2 disciplinas são independentes” é verdadeira então uma vez fixadas as notas de uma disciplina, as notas da outra disciplina ocorrem aleatoriamente em relação as notas da outra disciplina.

Consideremos o quadro abaixo onde são apresentadas as ordens das notas em P e A, separadamente.

	Matrícula
	74
	91
	33
	27
	76
	29
	09
	25
	67

	Notas   P
	6
	2
	3
	4
	1
	9
	5
	7
	8

	Notas   A
	8
	6
	1
	4
	2
	9
	3
	7
	5


Uma visão mais clara  da relação (se existe) entre os dois conjuntos de notas pode ser obtida quando refazemos o quadro, colocando em ordem natural uma qualquer das variáveis.

Descartando as matrículas dos estudantes e colocando em ordem crescente as notas de P, obtemos :

	Notas   P
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Notas   A
	2
	6
	1
	4
	3
	8
	7
	5
	9


Com os dados assim dispostos, testaremos  a hipótese nula formulada nos  exemplos 11.1 e 11.2, segundo uma nova interpretação, ou seja:
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 : “não há relação entre as notas de P e A”

Se representarmos as ordens da segunda linha (notas de A) por 
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 é evidente que sob a hipótese 
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, e fixadas as notas de P, as N! disposições de   
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Suponha que desejamos testar 
[image: image1385.wmf]H

0

 contra a alternativa de que há uma relação positiva (tendência crescente) entre as notas P e A, ou seja altos escores de uma disciplina tendem a ser associados a altos  escores da outra disciplina, ou similarmente para os baixos escores.

Nestas condições, se os valores T’s comportam-se como tendência crescente: grandes valores tendem a ocorrer à direita e pequenos valores à esquerda, da segunda linha.

A estatística  
[image: image1386.wmf](
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 é portanto apropriada também na presente situação, sendo H rejeitada quando 
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No exemplo em questão, temos:




D = 1 + 16 + 4 + 0 + 4 + 4 + 0 + 9 + 0 = 38

Consultando a tabela T12, verificamos 
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. A hipótese de independência é então rejeitada em favor da hipótese de que há uma positiva associação entre as notas, ao nível de ( = 0,05 , mas não ao nível de 0,01.

Uma expressão alternativa para a estatística D é disponível quando representamos as ordens das duas características por Ri e Si , i = 1,2,...,N. No exemplo atual teríamos:
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Observemos que esta apresentação é a mesma que:
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Segue daí que as diferenças 
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 são os mesmos N números em uma ordem diferente, e portanto D pode ser substituída por:
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No cálculo de D não é necessário colocar em ordem natural as ordens de uma das variáveis.

A estatística D é relacionada ao coeficiente de correlação das ordens 
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, que denotaremos por rs e que é definido por:
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onde  
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A estatística rs , conhecida como coeficiente de correlação de ordens de Spearman, foi proposta por Spearman (1904)  como medida da intensidade da associação entre duas características.

Recordemos que:
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Por outro lado, o numerador de rs, pode ser escrito da forma:
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Segue daí que, 
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Como 
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 então
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Finalmente,     
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Analisando a expressão de rs concluímos que:

i) rs = 1 (seu máximo valor) quando D = 0 (seu valor mínimo), e isto ocorre quando Ti = i, pois neste caso 
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ii) rs = -1 (seu valor mínimo) quando 
[image: image1405.wmf](
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 (seu valor máximo), e isto ocorre quando Ti = N-i+1, conforme se pode ver abaixo:
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[image: image1409.wmf](
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Tendo em vista a simetria da distribuição nula de D em torno do ponto 
[image: image1410.wmf]N
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, prova-se que a distribuição nula de rs é simétrica em torno de 0.

Ilustremos a teoria recém exposta, considerando o exemplo 12.6  onde a conclusão final foi:

 “Consultando a tabela N , verificamos 
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. A hipótese de independência é então rejeitada em favor da hipótese de que há uma positiva associação entre as notas, ao nível de ( = 0,05 , mas não ao nível de 0,01”

Naquele exemplo, supondo H1 : “há uma relação positiva entre P e A” , a região de rejeição de H : “não há relação entre as notas de P e A” , foi definida por 
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 , o que corresponde a grandes valores (na realidade valores próximos de 1) de rs.

Se a alternativa fixada fosse H1 : “há uma relação negativa entre P e A”, a região de rejeição seria 
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, o que corresponde a pequenos valores (na realidade valores próximos de -1) de rs .

Analisemos agora a probabilidade de significância obtida:
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Como d = 38 e N = 9, então, 
[image: image1415.wmf]r

r

s

s

=

-

´

-

\

=

1

6

38

729

9

0

6833

,

.





[image: image1416.wmf](

)

(

)

(

)

3

ss

NN

PD38P1r38Pr0,68330,025

6

ìü

-

£=-£=³=

íý

îþ


A conclusão, neste procedimento envolvendo rs , pode ser assim formulada (compare com a decisão envolvendo simplesmente D):

“Nestas condições rejeitamos H e aceitamos a hipótese H1 : “há uma relação positiva entre P e A”, ao nível de ( = 0,05, mas não ao nível de 0,01” 

Obs: O coeficiente de correlação é uma usual estimativa da intensidade da associação entre duas variáveis de uma população da qual uma amostra é tomada. Infelizmente uma medida precisa desta intensidade é um tanto complicada e difícil de ser interpretada. Uma discussão mais aprofundada sobre o assunto pode ser encontrada, entre outros trabalhos, em Kruskal (1958) e Kendall (1970)

12.4 - Teste de Independência com Empates.

Se ocorrem empates entre as ordens Ti  a estatística de teste D pode ser substituída pela estatística D* definida no contexto do teste de tendência (vide página 129).

Consideremos agora o caso em que há empates nas ordens de ambas as características.

Sejam 
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 as ordens médias do i-ésimo elemento, resultantes da ordenação dos dois conjuntos de N observações separadamente. Uma natural generalização da estatística D* é a estatística:
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Para computar a distribuição nula correspondente, tomemos o exemplo em que os 
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’s  são 1; 2,5 ; 2,5 ; 4 e 5  enquanto que os 
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’s  são 1, 3, 3, 3 e 5.

Sob a hipótese de independência o primeiro conjunto de ordens tem probabilidade de ocorrer igual a 
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 enquanto que o segundo conjunto tem probabilidade de ocorrer igual a 
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onde e e g  são os números de valores distintos e di e fj são os números de valores iguais ao i-ésimo e j-ésimo valores em magnitude, respectivamente, nos conjuntos dos R’s e dos S’s.

Obs:  Como treinamento para o cálculo da distribuição nula presente,  vide Problem 13, Cap. 7, Lehmann - 1975.

Para N suficientemente grande podemos aproximar D**, pela distribuição normal ( vide Appendix, Prob 4, Lehmann), com os seguintes parâmetros:
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Exemplo 12.7 

Para testar se as crianças que choram muito quando bebes, tendem a ter altos QI’s no futuro, uma amostra de 22 crianças com cerca de 5 dias foi observada e um “medidor de choro” foi utilizado. Na idade de três anos as mesmas crianças foram submetidas a um teste de QI e os resultados em conjunto são apresentados abaixo.

	Medidor

de Choro
	QI
	Ordens 

Médias
	Dif

Abs

	20
	90
	16
	1
	15

	17
	94
	9
	2
	7

	15
	100
	4
	3
	1

	19
	103
	14
	4.5
	9.5

	23
	103
	19.5
	4.5
	15

	14
	106
	2
	6
	4

	27
	108
	22
	7
	15

	17
	109
	9
	8.5
	0.5

	18
	109
	11.5
	8.5
	3

	15
	112
	4
	10.5
	6.5

	15
	112
	4
	10.5
	6.5

	23
	113
	19.5
	12
	7.5

	21
	114
	17.5
	13
	4.5

	16
	118
	6.5
	14
	7.5

	12
	119
	1
	15
	14

	19
	120
	14
	16
	2

	18
	124
	11.5
	17
	5.5

	19
	132
	14
	18
	4

	16
	133
	6.5
	19
	12.5

	17
	141
	9
	20
	11

	26
	155
	21
	21
	0

	21
	157
	17.5
	22
	4.5


Verifica-se que: 
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Para o cálculo da média e variância de D**, observemos que há três pares de empates entre os escores de QI, e portanto e = 19 ,  
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’s são iguais a 1. Analogamente, os empates entre as medidas de choro  resultam em 
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 sendo os demais fj’s iguais a 1.

Como  N = 22, obtemos a seguir a média e o desvio padrão de  D**.





[image: image1430.wmf](

)

(

)

****

H

ED1761,5      e     D384,4

=s=


O 
[image: image1431.wmf]$

p

-valor é então aproximadamente igual a 0,3386  o que nos leva a não rejeitar H, ou seja aceitamos a hipótese de que não há associação entre as variáveis em questão.

APÊNDICE

Apêndice A.1   - Percentis de uma variável aleatória X.

Definição.

O número 
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, para 0 < p < 1, é chamado percentil de ordem 
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 de uma variável aleatória  X, se:
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ou equivalentemente,
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Convencionaremos que se mais do que um valor x  satisfizer a definição, faremos  
[image: image1436.wmf]p
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 igual è media entre o menor e o maior valor daqueles valores. 

Se 
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 é o percentil de ordem 
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, então X é menor que  
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 com probabilidade menor ou igual p e X excede 
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 com probabilidade menor ou igual a 1-p. 

Exemplo A.1.1

Suponha que uma variável aleatória do tipo discreto  assume  os 15 valores abaixo com probabilidades iguais.

	1
	3
	3
	4
	5
	6
	8
	8
	8
	9
	9
	10
	11
	12
	15


Observe que
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A mediana de X, ou seja o 500 percentil é obtido por 
[image: image1442.wmf](
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. Vamos conferir a probabilidades envolvidas  na definição, 
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Suponha agora  que X assume os seguintes valores:

	1
	3
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	8
	9
	9
	10
	11
	12
	15
	17


A mediana de X  é 
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, e
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O método mais fácil de se encontrar o 
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 percentil é através da função de distribuição de X. No gráfico desta função o 
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 percentil de X é a abcissa do ponto cuja ordenada é p.

Exemplo A1.2

Suponha que X tem a seguinte função de probabilidade: 

	x
	0
	1
	2
	3

	P(x)
	1/4
	1/4
	1/3
	1/6


A função de distribuição de X está plotada no gráfico que segue, 
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O 
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 percentil de X, isto é 
[image: image1450.wmf].75
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 , chamado de terceiro quartil, pode ser obtido traçando-se uma paralela ao eixo dos x´s passando por 0,75 no eixo dos y´s. O valor de x onde a paralela intercepta a F(x) é o terceiro quartil, que neste caso é igual a 2.

Esta constatação é coerente com a  definição, pois
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Analogamente,  a mediana de X é igual a qualquer ponto no intervalo [1,2], isto é, todos aqueles pontos satisfazem a definição, como por exemplo, x = 1,8.
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Um outro exemplo seria x = 1,2;
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Em situações como esta, convencionamos que o ponto médio do intervalo é igual à 

 mediana, isto é, 
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Apêndice A.2

Discutiremos neste apêndice as justificativas das  hipóteses equivalentes às hipóteses sentenciais no conjunto de hipóteses  3 do teste da mediana. Raciocínio idêntico é aplicado na análise em relação  aos conjuntos 1 e 2.  Para facilitar, vamos observar o gráfico de uma função de distribuição arbitrária, 
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Notamos que  para x = 2, a função sofre um "salto" que corresponde à probabilidade no ponto, para 2 < x < 3 a função é constante e para 3 < x < 4 a função cresce gradualmente. O gráfico ilustra o fato de que F(x) é não decrescente, isto é, se 
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O conjunto de hipóteses 3, estabelece: 
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: "a mediana de X é menor ou igual a  
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  "a mediana de X é maior que 
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ou equivalentemente, 
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Representando a mediana de X por 
[image: image1463.wmf]0,50
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, as hipóteses podem ser apresentadas como:
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A todo valor 
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 está associado um 
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Porque a função de distribuição é não decrescente, 
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Ou seja, qualquer valor de x à esquerda de  
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 implica que a ordenada do ponto x é menor ou igual à ordenada 
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Apêndice A3

Suponha que uma população seja constituída por N números, 
[image: image1481.wmf]12N

s,s,...,s

. Representemos por S a variável aleatória que se identifica a um número 
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 escolhido aleatoriamente da população em questão. A função de probabilidade de S é dada por 
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Se os valores 
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Se apenas k  valores s´s são distintos,  representando estes valores por  a´s,  com freqüências  
[image: image1486.wmf]k
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, então, 
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(A3.2)

Dois casos particulares merecem uma especial atenção.

10 caso:

Se os valores 
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 são os inteiros 1,2,...,N, então
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 caso:

Sejam 
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 inteiros tais que 
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 e ainda satisfazendo as seguintes condições:

- 
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 dos valores s´s são iguais à média dos inteiros                                  1,2,..., 
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Os valores s´s são as ordens médias definidas no exemplo 6.7,  e aqui,  são obtidas como segue,  
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...................................................................................



................................................................................... , e assim por diante.

Para calcular a média 
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 verificamos que:
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........................................




........................................ , e assim por diante. 

Então a soma,  e logicamente a média dos s´s é a mesma que no 10 caso, ou seja
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Para obter a variância de S, recordemos que para quaisquer números reais 
[image: image1514.wmf]12k

a,a,...,a

,





[image: image1515.wmf](

)

kk

2

22

ii

i1i1

aaaka

==

=-+

åå







(A3.8)

Aplicaremos inicialmente A3.8, à seqüência  
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Conforme (A3.5), 
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Por outro lado, conforme A3.2, a variância da seqüência 
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Podemos escrever então que,
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Também podemos escrever, 
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Substituindo-se A3.9,10,11, em A3.8, temos
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Aplicando agora  A3.8, à seqüência  
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, obteremos por dedução,
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(A3.13)

E assim por diante, se somarmos as igualdades A3.12, A3.13 e as que lhe seguem neste raciocínio, teremos
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Daí  tiramos,
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Subtraindo-se a ambos os membros 
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 e dividindo-se por N, finalmente obtemos.
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A3.14

Se os valores 
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